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摘　要:研究了一类由抛物型偏微分方程描述的分布参数系统的能控性问题, 通过构造凸泛函, 用与 Sakawa 不

同的方法, 得到了系统的全局近似能控性, 并进一步证明了系统具有有限维精确能控性, 改进了 Sakawa已有的

结果。
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1　问题的提出

设 Ψ是 r 维欧氏空间中一个有界连通开集,

其边界  Ψ由有限块 ( r-1) 维具有 C
3
光滑性的

曲面组成 。

考虑线性抛物型偏微分方程

 u( x, t )
 t

=Δu( x , t ) -q( x) u( x, t ) +

∑
n

i=1

vi ( t ) gi ( x) , ( x, t ) ∈ ( 0, T )

u( x , t ) =0, ( x, t ) ∈  Ψ×( 0, T )

u( x , 0) =u0 ( x) , x = Ψ

( 1)

x =( x1 , x2 , …, xt ) ∈ Ψ, 　t ∈ ( 0, T)

其中, Δ=
 

2

( x1 )
2 +…+

 
2

(  xr)
2 是拉普拉斯算子;

q( x ) 和 g i ( x) ( 1 ≤ i ≤n) 是有界闭区域  Ψ= Ψ

∪ Ψ上的Hödel连续函数。vi ( t ) ( 1 ≤i ≤n) 是控制

变量,它们在[ 0, T] 上Hödel连续。

根据文[ 1] ,对每个初值 u0 =u0 ( x) ∈ L
2
( Ψ) ,

初边值问题( 1) 存在惟一的经典解 u( t ) =u( x , t ) ,

x ∈ Ψ, 0 <t <∞, lim
t※0

+
u( t , x) =u0 ( x) , 在L

2
( Ψ)

中。

设

D ( A) ={u:Δu ∈ L
2
( Ψ) , u( x) =0, x ∈  Ψ},

A( u) =Δu -q( x) u , u ∈ D( A)

　　根据文 [ 1] , 存在{λi ,  ij ;j =1, 2, …, mi , i =

1, 2, …}使得

A ij =λi ij

min
x ∈ Ψ

q( x) ≤λ1 <λ2 < … <λi <…,

lim
i ※∞
λi =∞

{ ij ;j =1, …, mi , i =1, 2, …}构成 L
2
Ψ中完全标

准正交基。其中, mi 是正整数 。

文 [ 2] 在下列意义下研究了系统 ( 1) 的能控

性问题:

定义1　设 T >0,如果对任给的 u0 ∈ L
2
( Ψ)

和 u1 ∈ L
2
( Ψ) 以及 ε>0, 存在相应的控制 v =

( v1 ( t ) , …, vn ( t ) ) , 使得对应的系统 ( 1) 的解 u( t)

满足

‖u( T ) -u1 ‖ <ε

‖ ·‖表示 L
2
( Ψ) 中的范数 。那么称系统( 1) 是在

时间 T完全能控的(注:现在的文献中称为全局近似

能控的) 。

文 [ 2] 得到下列能控性定理 。

定理1　设 A的特征值的重数mi 满足

m =sup{mi}< ∞

记

Gi =

g
1
i1 g

1
i2 … g

1
im

i

g
2
i1 g

2
i2 … g

2
im

i

  

g
n
i1 g

n
i2 … g

n
im
i

g
k

ij =( gk ,  ij )

( ·, ·)表示L
2
( Ψ) 中的内积 。那么系统 ( 1) 为完

全能控的充要条件是

n ≥m 且 rankGi =mi ,  i =1, 2, … ( 2)

　　在文 [ 3] 和文 [ 4] 中, 下列系统
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 u
 t
=Δu +v( x, t ) χω( t) ( x) ( x, t ) ∈ Ψ×( 0, T )

u( x, t) =0 ( x, t ) ∈  Ψ×(0, T)

u( x, 0) =u0 ( x) x ∈ Ψ

( 3)

的能控制性问题得到研究, 其中, χω( t) 是 ω( t) 的

特征函数, ω( t ) (  Ψ) 是非空开子集。文[ 3] 提出了

下列有限维精确能控的概念, 并指出其在实际控制

问题中的重要性 。

定义 2　设 E 是L
2
( Ψ) 中任一有限维子空间,

T >0。如果对任何 u0 , u1 ∈ L
2
( Ψ) ,存在相应的控

制 v 使得系统( 3) 对应的解 u( t ) 满足:

Pu( T ) =Pu1

其中, P 是从L
2
( Ψ) 到 E 的正交投影算子, 那么称

系统( 2) 在时间 T 是有限维精确能控的 。

本文在文[ 2]中的相同条件下, 用新的文[ 3] 中

的方法证明了系统( 1)是全局近似能控的和有限维

精确能控的。主要结果如下所述。

2　主要结果及其证明

定理 2　如果定理 1中的条件( 2)成立, 那么系

统( 1)对给定的 L
2
( Ψ)的中任一有限维子空间 E 和

T>0在时间 T 是全局近似能控和有限维精确能控

的,即对任何 u0 , u1 ∈ L
2
( Ψ) , 以及 ε>0, 存在相应

的控制 v 使得系统( 1)对应的解 u( t )满足:

‖u( T ) -u1 ‖ <ε, Pu( T) =Pu1

　　证明　首先, 考虑非受控系统

 φ( x , t )
 t

=Δφ( x, t ) -q( x) φ( x, t )

( x, t ) ∈ Ψ×( 0, T )

φ( x, t ) =0 ( x, t ) ∈  Ψ×( 0, T)

φ( x, 0) =φ0 ( x ) x ∈ Ψ

( 4)

并考虑系统的输出为:

y =( ( φ, g1 ) , ( φ, g2 ) , …, ( φ, gn ) ) ( 5)

根据文 [ 5] 中的定理 1, ( 4) 和 ( 5) 在任何子区

间 t ∈ ( T 1 , T2 ) 上是完全能观的, 即当

y ( t ) =0, ( T1 < t < T2 ) 时,

必有 φ0 ( x) =0, x ∈ Ψ

其次, 定义一个与 ε、u0和 u1有关的泛函 J :L
2
( Ψ)

※R如下:

J (φ0 ) =
1
2 ∑

n

i=1∫
T
2

T
1

( φ( t ) , g i )
2
dt +ε‖( I -P)φ0‖ -

∫Ψu1φ0dx +∫Ψφ( T ) u0dx ( 6)

其中, φ( t ) 是方程( 4) 对应于初值 φ0 ∈ L
2
( Ψ) 的

解。ε>0, 0 <T1 <T2 ≤T ,根据方程( 4) 关于解的

性质,容易验证 J 是连续的且是严格凸的 。往下证明

J 是强制的:

当 ‖φ0 ‖ ※∞时,有

lim inf
J ( φ0 )

‖φ0 ‖
≥ε ( 7)

　　设序列 {φ
j

0}满足 ‖φ
j

0 ‖ ※ ∞, 记  φ
j

0 =

φ
j
0

‖ φ
j

0 ‖
, 有

J ( φ
j
0 )

‖φ
j
0 ‖
=
‖φ

j
0 ‖

2 ∑
n

i=1∫
T
2

T
1

( φ
j
0 ( t ) , gi )

2
dt +

ε‖ ( I -P)  φ
j
0 ‖ -∫

Ψ

u1 φ
j
0dx +∫

Ψ

 φ
j
( T ) u0dx

其中,  φ
j
( t ) ,是方程( 4) 对应于初值  φ

j
0 ∈ L

2
( Ψ) 的

解 。

当lim inf
j※∞ ∑

n

i=1∫
T
2

T
1

( φ
j
( t ) , g i )

2
dt >0时,显然有

lim inf
J ( φ j0 )
‖φ

j
0 ‖

=∞>ε

当 lim inf
j※∞ ∑

n

i=1∫
T
2

T
1

( φ
j
( t ) , g i )

2
dt =0 时, 不妨设在

L
2
( Ψ) 中有

 φ
j
0

w
φ0

设 φ是方程( 4) 对应于初值 φ0 的解 。根据方程( 4)

解的性质,有

 φ
j

0

w
φ　在 L

2
( Ψ) 中

因此

( φ( t ) , gi ) =0, i =1, 2, …, 　T 1 < t <T2

根据前面关于能观性的结果, 得

φ0 ( x ) =0, x ∈ Ψ

所以

 φ
j
0

w
φ　在 L

2
( Ψ) 中

又 E 是有限维子空间, 正交投影算子 P 是紧映射,

所以 P φ
j
0 ※0,在 L

2
( Ψ) 中

所以

‖ ( I -P)  φ
j

0 ‖ ※1, lim inf
j※∞

J ( φ
j

0 )

‖φ
j
0 ‖
≥ε

　　最后, 由泛函 J 的性质, 存在惟一的  φ0 ∈ L
2

( Ψ) , 使得

J (  φ0 ) =inf{J ( φ0 ) ;φ0 ∈ L
2
(φ)}

设  φ是方程( 4) 对应于初值  φ0 的解, 对任何 φ0 ∈

L
2
( Ψ) , λ∈ R有

J φ0 ≤ J ( φ0 +λφ0 )

代入 ( 6) 式并注意到解映射是线性的, 有:
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0 ≤
λ
2

2 ∑
n

i=1∫
T
2

T
1

( φ( t ) , g i )
2
dt +

λ ∑
n

i=1∫
T
2

T
1

( φ( t ) , gi ) dt -∫Ψu1φ0d x +

∫Ψφ( T) u0dx +ε|λ|‖( I -P) φ0 ‖

当 λ>0时,上式两边除以 λ之后,再令 λ※0得:

0 ≤∑
n

i=1∫
T
2

T
1

( φ( t ) , g i ) ( φ( t ) , gi ) dt -

∫Ψu1φ0d x +∫Ψφ( T ) u0dx +ε‖ ( I -P ) φ0 ‖

当 λ<0时,两边除以 λ之后,再令 λ※0得:

0 ≥∑
n

i=1∫
T
2

T
1

( φ( t ) , g i ) ( φ( t ) , gi ) dt -

∫
Ψ

u1φ0d x +∫Ψφ( T ) u0dx -ε‖ ( I -P ) φ0 ‖

所以

∑
n

i=1∫
T
2

T
1

( φ( t ) , g i ) (  φ( t ) , g i ) dt -∫Ψu1φ0dx +

∫Ψφ( T ) u0dx ≤ε‖ ( I -P ) φ0 ‖ ( 8)

另一方面, 在方程 ( 1) 中取控制

vi ( t ) =
(  φ( T -t ) , g i ) , T -T2 ≤ t ≤T -T1

0, 其他

( 9)

得到

 u
 t
=Δu -qu +∑

n

i=1
vi ( t ) gi ( 10)

( 10) 式两边同时乘以 φ( x, T -t ) 得

φ( x, T -t )  u
 t
=( Δu -qu) φ( x, T -t ) +

∑
n

i=1

vi ( t ) g i ( x ) φ( x, T -t )

上式左边先对 t 再对 x 积分, 右边先对 x 再对 t 积

分, 应用分部积分公式, Green公式, 并注意到 φ

和u 在边界 Ψ×( 0, T ) 上等于0,有

∑
n

i=1∫
T
2

T
1

( φ( t ) , g i ) (  φ( t) , gi ) dt =

∫Ψu( T ) φ0dx -∫Ψφ( T ) u0d x ( 11)

由( 8)和( 11)式得

∫Ψu( T ) φ0dx -∫Ψu1φ0d x ≤ε‖ ( I -P) φ0 ‖

由 φ0 ∈ L
2
( Ψ) 的任意性即得

‖u( T ) -u1 ‖ ≤ε, Pu( T ) =Pu1

证完。
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Controllability for a Class of Partial Differential Equations of Parabolic Type

CHEN Xian_qiang

( Department of Mathematics, Sun Yat_sen( Zhongshan) University, Guangzhou 510275, China)

Abstract:This paper is devoted to the study of controllability for the distributed parameter systems described by partial

differential equations of parabolic type.With different approach to Sakawas, the approximate controllability for the dis-

tributed parameter systems is obtained by constructing convex function.And then, it is proved that the distributed param-

eter systems are finite dimensional exact controllable.Sakawas existing result is improved.

Key words:distributed parameter system;parabolic equation;approximate controllability;finite dimensional exact

controllability;convex function
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