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摘　要:在讨论细分节点的样条插值基础上, 提出了在 B 样条曲线插值中如何利用前一次插值的结果进行曲线

修改的问题, 最后得到一个二步算法。由于 B样条有局部支撑性, 所以方法简单易行, 而且插值曲线有良好性

质。
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　　关于一元样条函数的研究已经有了相当成熟的

理论
[ 1]
, 并且广泛地应用于计算几何曲线造型

中
[ 2]
。一元 B样条由于局部支撑性, 所以它对应的

B样条曲线有一定的局部性质, 便于修改 。但是还

没有什么人详细地讨论在 B 样条曲线插值中能怎

样尽量利用前一次插值的结果进行曲线的修改。在

进行多元样条的研究中, 讨论在细分网格中的样条

插值
[ 3, 4]

, 其一元时候对应的情形正好是本文要讨

论的样条插值, 即是考虑在给定一批节点进行了一

次样条插值之后, 发现在某两节点间需要加插另一

批节点进行细微刻划的问题 。即:在区间 [ a, b]

中

给定分划:

π1:a = x0 < x1 < x2 <… < xN < xN+1 =b

　　在其中某相邻两点

xi , xi+1 , i ∈ {1, 2, …, N -1}

　　又有细分分划:

π2:xi = xi0 < xi1 <… <

xik < xi, k+1 = xi+1

　　考虑插值问题 P1 :

给出实数集{yj}, j =1, 2, …, N及{yij}, j =1,

2, …, k ,求函数 f ( x ) , 满足:

f ( xj ) =y j , j =1, 2, …, N

f ( xij ) = yij , j =1, 2, …, k

　　本文讨论自然样条插值
[ 1,2]

, 给出求解方法并

讨论可以看成对分划 π1 先行插值再对分划 π2进行

二次插值的二步法。

1　细分节点自然样条插值

问题 P2 :在问题 P 1中, 要求函数 f ∈ H
m
[ a,

b] ,且使函数:J m ( f ) =∫
b

a
( f

( m )
( x) )

2
dx 取最小。

此问题称为细分节点自然样条插值问题。其解

称为细分节点插值自然样条函数 。

把节点按照次序重新排列, 即令:

a = x0 = t 0 , x 1 = t 1 , …, xi = ti

xi, 1 = ti+1 , …, xi, k = t i+k ,

xi+1 = ti+k+1 , …, xN = tN+k

b = xN+1 = tN+1+k

得分划

π:a = t 0 < t1 <… < tN+k < tN+1+k =b

　　利用一元自然样条插值的结果, 易得

定理 1　细分节点自然样条插值问题的解可写

成

f ( x) =∑
m-1

j=0
αjx
j
+∑
N

j=1
βj
( x -xj )

2m-1
+

( 2m -1) !
+

∑
k

j=1
βij
( x -xij )

2m-1
+

( 2m -1) !

它在 [ a, x1 ) , ( xN , b] 中是 m-1次多项式, 在 [ xj ,

xj+1] , j ≠ i , j =1, 2, …, N -1中是 2m -1次多项

式, 在 [ xi, j , xi, j+1] , j =0, …, k 中是2m -1次多项

式,整体上 f ( x) ∈ C
2m-2
[ a, b] 。

证明　在分划 π下问题P2 变成典型的一元自

然样条插值问题 P3 :求函数 f ∈ H
m
[ a, b] , 满足

插值条件 f ( tj ) =zj , j =1, …, N+k ,其中 z j =yj ,
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j =1, 2, …, i , yi, j =zi+j , j =0, …, k , yi+j =z i+k+j ,

j =1, …, N -i 。

且使泛函:Jm ( f ) =∫
b

a
( f

( m)
( t ) )

2
dt 取极小,

根据一元自然样条的理论
[ 1, 5]

, 其解可写成

f ( t ) =∑
m-1

j=0
δjt
j
+∑
N+k

m=1
γj
( t -tj )

2m-1
+

( 2m -1) !

它在 [ a, t1 ) , ( tN+k , b] 中是 m -1次多项式,在[ tj ,

tj+1] , j =1, 2, …, N +k +1中是 2m -1次多项式,

整体上 f ( x) ∈ C
2m-2
[ a, b] 。

注意到新旧分划 π与 π1 , π2 之间的关系, 得证

定理 1。而且还可以发现,如果换用变量 x 代替参数

t ,而把节点组{tj}
N+k
j=1 换回{xj}
N
j=1 , {xij}
k
j=1 , 则表达

式的系数有关系:

δj =αj , j =0, …, m -1

γj = βj , j =1, 2, …, i

βij =γi+j , j =1, …, k

βi+j =γi+j+k , j =1, …, N -i

　　采用类似一般 B 样条的定义, 具有节点 xj ,

xj+1 , …, xj+m 的m 阶 B样条为:

Bj ( x) =B j, m ( x) =

( xj+m -xj ) [ xj , xj+1 , …, xj+m] (·-x)
m-1
+

而具有节点 xi, j , xi, j+1 , …, xi, j+m 的m 阶 B样条为:

B ij ( x) =B i, j, m ( x ) =

( xi, j+m -xi, j ) [ xi, j , xi, j+1 , …, xi, j+m] (·-x )
m-1
+

在区间 [ a, b] 外, 补充的结点为:

x-2m+1 ≤ x-2m+2 ≤ … ≤ x0 =

a < x1 <… < xN+1 =b ≤ xN+2 <… < xN+2m

而在区间 [ xi , xi+1] 外的结点有:

xi,-2m+l = xi-2m+l , l =1, 2, …, 2m

xi, k+l = xi+l , l =1, 2, …, 2m

　　又对于 [ a, b] 在上述的扩大分划下, 称函数

S ( x) =∑
2m-1

j=0
αjx
j
+∑
N

j=1

( x -xj )
2m-1
+

( 2m -1) !
+

∑
k

j=1
βij
( x -xij )

2m-1
+

( 2m -1) !

为定义在 [ a, b] 上相应于该分划的 2m -1次样条

函数, 这里 αj , βj , βij 均为常数 。全体 S ( x) 组成一

线性空间, 记之为 Sp(D
2m-1

,  π) , 称为样条函数

空间。不难发现, 这正是用上述分划 π, 且作

x-m+l = t-m+l , l =1, 2, …, m =1及 xN+l =tN+k+l ,

l =2, …, m 时的线性空间Sp(D
2m-1

,  π) ; π,  π为相

应分划的扩大分划, 因为在这种记号下可表示

s ( t ) =∑
2m-1

j=0
αj t
j

+∑
N+k

j=1
βj
t -tj )

2m-1
+

( 2m -1) !

它是普通意义下, 样条函数空间的元素。

定理 2 　样条函数空间 Sp(D
m
,  π) 的维数是

N +k +2m 。

证明　由于{1, t, …, t
2m-1

, ( t -t 1 )
2m-1
+ , …, ( t

-tN+k )
2m-1
+ }, a ≤ t ≤ b 线性无关, 线性空间

Sp(D
2m-1

,  π) 的维数是 N +k +2m
[ 5, 6]
。

根据上述分划  π与 π的关系, 上述函数系即

{1, x, …, x
2m-1

, ( x -x1 )
2m-1
+ , ( x -x2 )

2m-1
+ , …,

( x -xN )
2m-1
+ , ( x -xi, 1 )

2m-1
+ ,

( x -xi, 2 )
2m-1
+ , …, ( x -xi, k )

2m-1
+ }

它们也线性相关, 线性空间 Sp(D
2m-1

,  π) 的维数

是 N +K +2m 。

定理 3　B样条函数系{B-2m+1 , B-2m+2 , …, BN ,

B i,1 , …, B i, k}构成 B 样条空间 Sp(D
2m-1

,  π) 的基

底 。

证明　由一元样条的性质, 函数系{1, x , …,

x
2m-1

, ( x - x1 )
2m-1
+ , …, ( x - xN )

2m-1
+ }与{B-2m+1 ,

B-2m+2 , …, BN}等价,{( x -xi,1 )
2m-1
+ , ( x -xi, 2 )

2m-1
+ ,

…, ( x - xi, k )
2m-1
+ }与{B i,1 , …, B i, k}等价。组内函

数线性无关, 等价组函数可相互惟一线性表示 。

从样条函数空间定义得知{1, x , …, x
2m-1

, ( x -

x1 )
2m-1
+ , …, ( x - xN )

2m-1
+ , ( x - xi, 1 )

2m-1
+ , …, ( x -

xi, k )
2m-1
+ }线性无关, 是 Sp( D

2m-1
,  π) 的基底, 所

以 B-2m+1 , B-2m+2 , …, BN , B i, 1 , …, B i, k 也线性无关,

构成 Sp( D
2m-1

,  π) 的基底 。

2　二步法

从上节讨论, 可看到一元的细分节点插值自然

样条的一个侧面, 它可以变换成普通节点插值自然

样条, 当然问题也就化成一般的插值自然样条去解

决 。但是, 如果真正进行了一次自然样条插值之

后, 觉得在某两个节点之间插值的结果不够满意,

需要加插一批节点, 进行进一步插值, 若希望能尽

量利用上一次插值的结果, 不想另起炉灶从头开

始, 怎么办 ?

定理 4　细分节点自然样条插值问题 P2 的解

S ( x ) 满足边界条件:

S
(α)
( a) =S

(α)
( b) =0,

α=m , m +1, …, 2m -2

　　证明　定理 1的证明过程得出 S ( x ) 是把节点

重新排列成分划 π下的自然样条插值解 。它在[ a,

x1 ) 及[ xN , b) 中都是m -1次多项式,它满足是分划

π下自然样条插值解的边界条件:

S
( α)
( a) =S

(α)
( b) , α=m , m +1, …, 2m -1

得证。
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定理 5 　细分节点自然样条插值问题的解

S ( x) 可以表示成

S( x) = ∑
N

j=-2m+1
α-jβ -j ( x) +∑
k

j=1
αijβij ( x)

其系数{αj}
N

-2m+1 及{αij}
k

1 可以从下列线性代数方程

组解出

∑
N

j=
2
m+1
B j ( xl ) αj +∑
k

j=1
B ij ( xl )αij = yl , l =1, 2, …, N

∑
N

j=
2
m+1
B j ( xil )αj +∑
k

j=1
B ij ( xil ) αij =yil ,

l =1, 2, …, k

∑
N

j=
2
m+1
B

( l)
j ( a)αj +∑
k

j=1
B
( l)
ij ( b)αij =0,

l =m, m +1, …, 2m -2

∑
N

j=
2
m+1
B

( l)
j ( b) αj +∑
k

j=1
B
( l)
ij ( a )αij =0,

l =m, m +1, …, 2m -2

　　证明　由定理 3已经知道 S ( x ) 可以写成本定

理表达的形式。

线性方程组的前两组方程由插值条件得到, 后

两组方程由定理 4的自然样条插值边界条件得出。

这个定理虽然给出细分节点自然样条插值解的

求法 。但它并不能直接用到结点为分划 π1 的自然

样条插值结果。它给我们的启示:

如果在 xi0与 xi1中间,在 xi, k 与 xi, k+1中间加插

m1 个结点, 细分分划 π2 改成

π3:xi = xi, -m+1 < xi,-m+2 <…

< xi,0 < xi, 1 <… < xi, k < xi, k+1 <…

< xi, k+m-1 < xi, k+m = xi+1

　　沿用上述结果, 由定理 5 可知此时细分节点

自然样条插值问题的解 S ( x ) 为

S( x) = ∑
N

j=-2m+1
αjβj ( x) + ∑
k+m-1

j=-m+2
αijβij ( x)

由插值条件可以得出 N +k 个方程, 由边界条件得

出2m个方程,现在未知数个数为N+K +4m2 ,多了

2m2 个自由度,我们加插 2m2 个结点,设有相应的插

值条件,我们不管在结点上函数取什么值,插值结果

只是在结点两边是 2m1 次多项式, 插值函数在整个

区间[ a, b] 是属于 C
2m-2
的。所以我们可以选取一

种简单的情况:解函数的系数满足

αij =0, j =-m +2, …, 0

及 j = k +1, …, k +m -1

由于局部支撑性, 这时 B ij ( xl ) =0对 l , j =1, 2,

…, k 成立, 且

B
( l)
ij ( a) =B

( l)
ij ( b) =0, l =m , …, 2m -2

所以有:

定理6　细分分划采用 π3 的细分节点自然样

条插值问题的解 S ( x ) 可以表示成:

S ( x) = ∑
N

j=-2m+1
αjβj ( x) +∑
k

j=1
αijB ij ( x )

其系数{αj}
N

-2m+1 及{αij}
k

1 可以从下列线性代数方程

组解出:

∑
N

j=-2m+1
Bj ( xil ) αj +∑
k

j=1
B ij ( xil )αij = yil ,

l =1, 2, …, k ( 1)

∑
N

j=-2m+1
B j ( xl )αj =y il , l =1, 2, …, k ( 2)

∑
N

j=-2m+1
B
( l)
j ( a )αj =0,

l =m , m +1, …, 2m -2 ( 3)

∑
N

j=-2m+1

( l)

B j ( b)αj =0,

l =m , m +1, …, 2m -2 ( 4)

　　注意在这种分划下, B j ( x )与定理5的相同,但

B ij ( x ) 在临界部分与定理 5的是有差异的。其解也

有些差异, 定理 5中的解在 ( xi , xi, 1 ) 及( xi, k , xi+1 )

中是一个2m -1 次多项式 。而定理 6中的解是以

xi,-2m+1 , …, xi,0 及 xi, k+1 , …, xi, k+m-1 为结点的分段

2m1次多项式,但它们有同样的插值结果,边界结果

及光滑性( ∈ C
2m-2

) , 而后者的解法很简单 。

定理7　采用 π3 的细分节点自然插值样条解

S ( x ) 的系数可以用二步法解出:

第一步:先解线性代数方程组( 2) -( 4) , 求出

系数{αj}
N

-2m+1 及

S 1 ( x) = ∑
N

j=-2m+1
αjβj ( x)

　　第二步:解线性代数方程组

∑
k

j=1
B ij ( xil )αij = yil -S1 ( xil ) ,

l =1, 2, …, k ( 5)

求出系数{αij}
k

j=1及

S i ( x) =∑
k

j=1
αijB ij ( x)

　　这样, S ( x ) =S1 ( x) +S2 ( x )

证明　利用定理 6, ( 2) -( 4)正好是一个有 N

+2m 个未知数及N +2m 个方程的线性代数方程

组, 而且由 B样条的局部支撑性及 B 样条插值理

论可知其解是存在的。而且当 N ≥m , 解就惟一,

方程组的系数矩阵是 2m -1 对角阵。求出系数

{αj}
N

-2m+1 ,即可确定 S1 ( x) = ∑
N

j=-2m+1
αjB j ( x ) 。
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由定理 6 之 ( 1) , 即得本定理 7 的 ( 5) 式,

它是 k 个未知数及 k 个方程组的线性代数方程组,

同样,其解是存在的,且当 k ≥m , 解就惟一 。

定理 7可得到求解细分节点自然样条插值样条

解的二步法算法:

( 1) 输入节点列 π1及细分节点列 π3 ,样条阶数

参数 m,插值序列{y l}及{yil};

列出并求解方程组 ( 2) -( 4) , 得出 {αj}及

S i ( x) 。

( 2) 求出{S1 ( xil)}。

列出并求出方程组 ( 5) 得出{αij}及 S2 ( x ) ,

S ( x) =S1 ( x ) +S 2 ( x) 为所求 。

推论　细分节点自然样条插值问题 P2 可以在

原节点自然样条插值求出解 S 1 ( x) 的基础上, 求出

S1 ( x) 在相应细分节点上的函数值后用方程( 5) 得

出问题 P2 的解。
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Splines Interpolation over Refined Knuts and Its Two_step Algorithm
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Abstract:Based on the theory of B_spline interpolation over refined knots, the problem about how to use the result of B_

spline interpolation to modify the curve is discussed.At the end, the Two_step algorithm is got.Because of the local

support character of B_spline, this algorithm has good properties and is very easy to put into practice.
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