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摘　要:根据古典阴阳互补和现代对偶互补的基本思想, 首次建立了线性阻尼情形下弹性梁动力学的相空间

(挠度 、 动量) 非传统 Hamilton 型变分原理。这种变分原理不仅能反映这种动力学初值-边值问题的全部特征,

而且它的欧拉方程具有自然辛结构。基于该变分原理, 提出一种称之为辛空间有限元-时间子域法的辛算法。这

种新方法由空间域采用有限元法与时间子域采用 Lagrange插值多项式插值的时间子域法相结合而成。文中算例

的计算结果表明, 这种新方法的计算精度和效率都明显高于国际上常用的Wilson_θ法和 Newmark_β 法 。
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1　弹性梁动力学相空间非传统
Hamilton型变分原理

　　按文[ 1, 2]的思路, 可以建立有阻尼弹性梁动

力学的相空间 (挠度 、 动量) 非传统 Hamilton 型

变分原理 。对于边界条件 x =0:w =  w , θ= θ;x

= l:M =  M, Q = Q 和初始条件w ( x , 0) =  w 0,

p( x , 0) = p 0的情形,其泛函表达式为
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 p 0( x ) w ( x , 0) -p゚ ( x , t 1) w( x , t 1) +

w゚ ( x , 0) - w 0( x ) p( x , 0) dx ( 1)

式中带上标 的量为限制变分量
[ 3]
, 上标 ·表示对

时间 t 的偏导数,上角标′表示对坐标 x 的偏导数 。

对于其它边界条件, 上式中的划线项应作相应的改

变。式中  m 和 c分别是单位梁长的质量和粘性阻尼

系数 。当梁端支承分别为通常的简支 、固支或自由 、

以及位移满足位移边界条件和位移初始条件时, 式

(1) 就变成为

Π2( w, p) =

∫
t
1

0∫
l

0
p ﹒w -

1
2 m

p
2 -

EI
2
( w″) 2 - c ﹒w

 

w +fw d xdt +
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 p 0( x )  wo( x ) -p゚ ( x, t 1) w( x , t 1) d x (2)

2　辛空间有限元-时间子域法

2.1　辛有限元法

对空间域用辛有限元法进行离散 。对任一梁单

元 eij , 其结点位移和结点动量分别为:

q
( e )
( t ) = w i ( t ) 　θi ( t ) 　w j ( t ) 　θj ( t )

T

( 3)

p
( e)
( t ) =  p i ( t ) 　 r i ( t ) 　 p j ( t ) 　 r j ( t )

T

( 4)

挠度和动量模式为:

w
(e )
( x , t ) =[ N ( x )] {q ( e) ( t )} (5)

p
( e)
( x , t ) =[ N( x ) ]{p

( e)
( t )} (6)

将式 ( 5, 6) 代入式 ( 2) , 得:
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{p}T[ M t] {﹒q}-
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式中

[ M t] =∑
e∫l( e) [ N ( x ) ]

T[ N ( x )] d x

[ Kp] =∑
e
∫l( e)

1
 m
[ N( x ) ] T[ N ( x) ] d x
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[ K ] =∑
e
∫l (e ) EI[ N″( x ) ]

T
[ N″( x )] d x

[ C] =∑
e∫l( e) c[ N( x ) ]

T[ N ( x ) ] d x

{F}=∑
e∫l (e ) [ N( x ) ]

T
f d x

{q( t )}=[ q1( t ) q2( t ) …qi ( t ) …qn( t ) ]
T

{p( t )}=[ p1( t ) p2( t ) …pi ( t ) …pn( t )]
T

　　以上各式均是按有限元的一般方法对号集总而

成, 设其自由度总数为 2n =4ne( ne为结点总数) 。

此外,在进行数值运算之前,还应对边界条件进行处

理。

2.2　辛时间子域法

辛时间子域法的思想是把所考察的整个时间响

应历程划分成若干个时间子域, 在任一时间子域

上, 用 Lagrange 插值多项式逼近待定的位移和动

量函数, 根据动力学变分原理, 求解出当前时间子

域末端的状态值;然后, 把当前时间子域的末端状

态值作为下一个时间子域的初始状态值, 重复上一

步计算;如此进行迭代, 直至最后一个时间子域 。

对于任意时间子域[ ti , t i+1] ,令 t 0 = ti+1 -t i ,

则局部时间坐标表示的时间子域为 t ∈ [ 0, t 0] ;再

把该时间子域等分为 m 段, 令 s =m +1, 每段长为

H,则无量纲局部时间坐标表示的时间子域为 τ∈

[ 0, m] ,其中 τ= t/H 。在当前的时间子域上,令:

qi ( t ) =∑
s

j =1
a ijφj (τ)

p i ( t ) =∑
s

j=1
bijφj ( τ)

　( i =1, 2, …n )

或表示为:

{q( t )}=[ Υ(τ) ]{a} ( 8)

{p( t )}=[ Υ(τ)] {b} ( 9)

式中

[ Υ(τ) ] =[ [  1( τ)] [  2(τ)] …[  s(τ) ] ]

[  j (τ)] =

φj (τ) 0 … 0

0 φj ( τ) … 0

┇  ┇ ┇

0 0 … φj (τ) n×n

( j =1, 2, …, s) , φj 是m 次 Lagrange插值多项式;

{a}=[ a11a21…an1a12…an2…ans]
T

{b}=[ b11b21…bn1b12…bn2…bns]
T

将式 ( 8, 9) 代入式 ( 7) , 得:
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式中
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上面的 {F}是整体时间坐标的函数, 积分时要把

它转换到当前时间子域的局部时间坐标上 。

令 δΠ2=0, 并整理可得
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　　求解方程 (11) 时应先处理初始条件.求解处

理后的线性方程组可得到当前时间子域内各结点任

一时刻的位移和动量。然后, 把当前时间子域末端

的状态值作为下一时间子域的初始状态值, 如此重

复进行就形成迭代算法 。

3　算　例

假设弹性梁长 50 cm, 宽 1 cm, 高 2 cm, 弹

性模量 E =1.5×10
6
kg/cm

2
, ρ=0.008 kg/cm

3
,

周期干扰力 f =100sin( 500 t ) ( kg) 作用于梁中点,

初位移  w 0 =0, 初动量  p 0 =0, 计算梁中点的动挠

度值 。这里将梁等分成 10 个单元, 时间子域分别

采用 5次 、 4次 、 3次 Lagrange 插值多项式, 解析

解取前 20阶振型。有关各种边界条件的弹性梁的

计算结果比较分别见表 1和图1-4。图中的本文解

表示时间子域采用 5 次 Lagrange 插值多项式, 其

长度取 5H =5Δt 。表中计算结果的右边列是相对

误差百分比 。
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表 1　一端固支一端简支弹性梁的动力响应值 ( Δt=0.000 4 s)

Tab.1　Dynamic response values of elatic beam with one fix ed end and the o ther simply suppo rted end

时刻
s

解析解
mm

本文解/ mm

5H=Δt 5H=5Δt 4H=Δt 3H=Δt

Wilson_θ法

θ=1.4, Δt

Newmark_β 法

β=0.25, Δt

0.000 4 0.020 9 0.020 9 0.00 0.021 6 -3.35 0.021 0 0.020 8 0.015 2 27.27 0.024 4 -16.75

0.000 8 0.117 0 0.117 0 0.00 0.117 7 -0.60 0.117 0 0.1173 0.108 0 7.69 0.121 7 -4.02

0.001 2 0.329 4 0.329 5 -0.03 0.328 6 0.24 0.329 4 0.329 0 0.303 1 7.98 0.323 8 1.70

0.001 6 0.651 8 0.651 8 0.00 0.651 1 0.11 0.652 0 0.651 4 0.601 9 7.66 0.630 6 3.25

0.002 0 1.034 0 1.034 0 0.00 1.033 6 0.04 1.033 9 1.034 9 0.962 9 6.88 0.998 0 3.48

0.002 4 1.387 2 1.387 3 -0.01 1.384 5 0.19 1.387 0 1.387 0 1.313 9 5.28 1.347 9 2.83

0.002 8 1.616 7 1.616 6 0.01 1.616 7 0.00 1.617 1 1.616 7 1.574 1 2.63 1.597 4 1.19

0.003 2 1.667 1 1.667 0 0.01 1.668 3 -0.07 1.666 8 1.668 6 1.678 7 -0.70 1.677 2 -0.61

0.003 6 1.525 8 1.525 8 0.00 1.525 8 0.00 1.525 6 1.525 5 1.599 6 -4.84 1.565 7 -2.62

0.004 0 1.226 4 1.226 4 0.00 1.228 7 -0.19 1.227 2 1.225 8 1.356 7 -10.62 1.298 8 -5.90

0.004 4 0.857 8 0.857 8 0.00 0.861 4 -0.42 0.857 3 0.858 4 1.007 3 -17.43 0.936 7 -9.20

0.004 8 0.513 1 0.513 3 -0.04 0.512 0 0.21 0.512 8 0.511 6 0.627 2 -22.24 0.560 9 -9.32

图 1　两端简支弹性梁 (Δt=0.000 6 s)

Fig.1　Elastic beam w ith two simply suppo rted ends

图 2　两端固支弹性梁 ( Δt=0.000 3 s)

Fig.2　Elastic beam with tw o fixed ends

图 3　一端固支一端简支由弹性梁 (Δt=0.000 4 s)

Fig.3　Elastic beam with one fixed end and

the other simply suppor ted end

图 4　一端固支一端自由弹性梁 (Δt=0.00 1 s)

Fig.4　Elastic beam w ith one fixed end and

the other free end

4　结　语

本文首次建立了有阻尼弹性梁动力学的相空间

(挠度 、动量) 非传统 Hamilton 型变分原理 。从这

种相空间变分原理导出的算法自然能保持哈密顿体

系的结构特性, 从而就能提出一些计算性能更好的

高效辛算法。但是, 至今国内外都没有提出基于相

空间变分原理的辛算法。本文正是这方面工作的一

个开始。本文基于所建立的相空间变分原理, 提出

一种称之为辛空间有限元-时间子域法的辛算法 。

文中用这种辛算法分析了 4种支承条件下弹性梁的

动力响应问题。图 1-4都是前 60 步的结果比较,

从图中可以看出, 尽管经过这么多次的迭代, 本文

方法的结果仍然与解析解很吻合, 这说明了本文方

法不但计算精度很高, 而且表现出良好的稳定性和

收敛性 。当时间子域用 5次 Lagrange插值多项式插

值时, 甚至时间子域为 5倍时间步长, 其精度仍很

高;若时间子域分别采用 4次和 3 次 Lag range 插

值多项式插值时, 其精度也比较高。从所有算例都

明显看出, 本文的新方法的计算精度远高于国际上

常用的 Wilson_θ法和 Newmark_β法。并且, 在达

到相同精度的情况下, 本文方法的计算时间只是

Wilson_θ法和 Newmark_β法的 60%, 这说明了其

效率远高于 Wilson_θ法和 Newmark_β 法 。此外,

作者还从数学上证明了这种辛算法是无条件稳定

的, 并且其稳定性很好 (另文给出) 。由于这种哈

密顿力学体系下的新方法的稳定性 、 收敛性 、 计算

精度和效率都高于拉格朗日力学体系下的已有方

法, 因此这种辛算法具有广阔的应用前景 。
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A Symplectic Algorithm for Dynamic Response Analysis of Elastic Beams
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Abstract:Acco rding to the basic idea of classical yin_yang complementarity and modern dual_complementarity,

the unconventional Hamilton_ty pe variational principle in phase space fo r dynamics of elastic beam w ith linear

damping is established, which can fully characterize the initial_boundary_value problem of this dynamics.And its

Euler equations possess natural symplectic st ructure.Based on this variational principle in phase space, a sym-

plectic space finite element_time subdomain method is presented.This new method is the result of combining f i-

nite element method in space domain with time subdomain method by applying the Lagrange interpolation poly-

nomials as approximation to the time subdomain.The numerical results show that the computational accuracy

and eff iciency of this new method excel obviously those of w idely used Wilson_θmethod and Newmark_β

method.

Key words:phase space;unconventional Hamilton_type variational principle;initial_boundary_value problem;

symplectic algorithm;dynamic response
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Attitude Stability and Control of the System Coupled

with Fluid, Rigid Body and Elastomer
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Abstract:The dynamic model of a class of the sy stem coupled wi th fluid, rigid body and elastomer is estab-

lished.The control law of the sy stem is given, and the atti tude stabili ty of the complex controlled sy stem is

studied in inf inite dimensional functional spaces by means of the modern mathematical and large scale sy stem

analy sis.
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