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摘 要 : 提出一种三重和六重多中心数值积分方法
,

使量子化学计算中可以不必采用 别 U 和 C m 而直接用含有

节面的精确类氢原子轨道
。

从而在基函数中避免了电子云分布的歪曲
,

使得出的体系的电偶极矩更为精确
。

关键词
: 多中心原子积分 ; LC A O ; 化学键理论 ; 电偶极矩

中图分类号
: 04 18 文献标识码

: A 文章编号
: 05 -29 65 79 (200 3 ) 02

一

01 18
一

。

I t 子化学中的多中心积分

在量 子化学计算 中采用原子轨道线性组合

(珑oA ) 来描述化合物中电子的运动
,

是一向被公

认为最合理的方法
。

这时
,

必然出现以下一些类型

的三重和六重积分
,

原点
。

后来为解决多中心积分的困难
,

又将未归一

化径向因子改写为川

e x p (
一 争置) ( 5 )

称为高斯型轨道 ( G m )
。

式 ( 4) 和式 ( 5) 中的

参和 泞称为轨道指数 ; 它与量子数 ( n ,

l) 有关
,

已经形成了近似经验值的估计方法
。

但在具体计算

中容许轨道指数在经验值附近作适当的调整 以得到

令人满意的结果
。

文献中可 以找到 S叹 ) 和 G T O 的大量积分公

式 z[]
。

迄今的量子化学计算都采用了这些积分公

式
。

一般说来理论给出的能量接近 于实验值
,

但

ST ( ) 和 G T O 严重歪曲了 A O 的电子云分布
,

故理论

得到分子的电偶极矩距实验值较远 3[J
。

若能用现代

计算机由数值求和法得出这些积分值
,

就可 以放弃

S T O 和 G IU 的近似而直接用精确的类氢 A O
,

来改

进电子云分布的理论结果
。

例如对式 ( 3) 的六重

积分
,

可取足够大的正立方体
,

将分子置于体心附

近
。

体外的波函数值认为可以略去
。

将立方体的每

个边等分为 1 X( X) 份
,

得到许多体元 ; 积分就可改

写为按体元求和
。

这时求和共有 or `8
个项

,

用现代

最快的计算机仍难以胜任
。

曾用过蒙特卡罗方法计

算此种六重积分
,

因它具有前述特殊性质而完全失

败
。

下面以水分子为例介绍可行的处理方法
。

2 水分子问题中的原子积分

在水分子中取氧为原点 ; 两个氢区别记为 H

和 D
,

分别位于 (0
,

y0
,

而 ) 和 (0
, 一 y 。 ,

z0 )
。

氢的价

电子 A O记为 sH 和 aD
,

氧的 s2 和 Zp 波函数记为 s 和

(凡
,

凡
,

凡 )
。

氢的 oA 上的电子看见自己的原子实

有效电荷数为 瓜
,

氧的 2 5 和 2P 波函数上的电子看
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称之为多中心原子积分
。

其中
,

(少
。 ,

伞b ,

乎
。 ,

, d
)

为原子 (
a ,

b
, 。 ,

d ) 的类氢原子轨道 ( A O ) 波函数 ; r 。

为原子
c 至电子的距离

, r 和 r’ 是 2个不同电子的径

矢
。

实数化的 A O 中含有例如
e xP (

一
zr

。

/ n) 类型的指

数因子 ; n
为主量子数

,

Z 为原子实有效电荷数
。

当
: 。

足够小时此因子急剧变化 ; 当
n ) 2 时 A O 中还会

含有
; 。

的一个多项式因子
,

使 A O 出现波函数等于

零的节面
。

式 ( 2 ) 中出现的微分算符更使被积函数

复杂化
。

在式 ( 3) 的六重积分中
,

对空间的任一点都

存在
r 二 r’ 使被积函数发散 ;但积分是收敛的

。

当

(
a ,

b
, C ,

d) 是同一个或不 同的原子时
,

式 ( l) 至式

( 3) 为单中心至四中心积分
。

在 70 多年前考虑将量子力学用 于分子的结合

开始
,

就出现多中心原子积分的困难
。

历史形成的

方法是首先将 A O 的精确公式作近似光滑化成为径

向因子无节面的 sl aet
r 型轨道 ( S T O ) 〔̀ 〕

伞 =
( 2夸)

” + ’ 2/
[ ( Z n

川
一 `几 ; n 一 , e 一夕呱 ( o

,

协) ( 4 )

其中的球函数因子 呱保持不变
,

这时设原子位于
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见氧原子实的有效电荷数为 Zs 和凡
。

根据化学键

的密度函数理论
,

利用群论方法立刻可写出水分子

中价电子的密度函数为 [’]

的第 别
二 1

最内层
,

占 =

第 7 层
。

2
,

…
,

2 5) 个积分区间的编号
。

a = 1为

2 一 5为第 2层
,

占 二
22

一 25 为最外的
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其中
,

( b
,

f
,

g ) 为 I尤 A O 系数 ; 其取值要使价电子

的总能量 g 为最小
。

这时
,

氧的 2 5
波函数

一 6
.
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力必ù的径向因子具有球形节面

r 二 2/ 乙
,

在节面内外 S

值反号
。

若用式 ( 4 ) 或式 ( 5 ) 代替式 ( 7 )
,

将使
n

(
r

)

产生显著变化
。

这种变化对 g 影响可能不大
,

但对电

子云分布的歪曲不能忽视
。

利用密度函数 n( )r 即可写出价电子之间的相

互作用能

“ ==

井
n

(
· ,· (一 )

n

,
; 一 ;

,

,
一 d· d一 ( 8 )

以式 ( 6) 代人式 ( 8) 即得到式 ( 3) 类型的多中

心原子积分
。

如果用数值求和法由计算机处理式

( 8) 以得到 万
,

则传统地用 ST O 和 G T O 代替类氢

A O 并无任何方便之处
.

故此时应直接用精确 A ;O

而且这样还可在理论推导过程中消去微分算符 V
,

使计算中只出现式 ( l) 和式 ( 3) 两种类型的积

分 t 4 3
。

注意到距原子中心越远时各 A O 的波函数值变

化越缓
。

由水分子的实验键长 1
.

8巧 au ( 9
.

印 mn )

和键角 1以
.

7 60 可得

, o = 1
.

4 3 8
, z 。 = 1

.

108 ( 9 )

由氧原子的第六 电离能 5
.

05 7 au ( 137
.

5 eV ) 可得

2
3

= 凡
= 6

·

36 1 ( 10 )

由水分子的四点电荷模型知阎

l < Z 、 < 0
.

19 ( 1 1 )

根据式 ( 9) 至式 ( n ) 的数据
,

可考虑用平面
士

(
x ,

了
, z

) = 0
.

7 8
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将空间分成许多区
,

形成一个套一个的同心的 7 个

正立方体
。

以外的空间波函数绝对值已小于
e 一 劝 二

3
.

8 火 or
一 ” ,

可以略去
.

以内的空间由最内层起划

分为正立方形体元的边长依次为 0
.
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图 1示出依此分出的 (
x ,

丁 ) 0) 四分之一空间
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图 1 积分区间的划分

F ig
.

1 D iv
i

s
i

o n o f i n r e

脚
t i o n s P a e e

同一层 的体元体积相等
,

记为 △ (占)
。

将各层体

元编码为 几 = 1
,

.2 二 A ;共有 A 二
20 8 8 82 个体元

。

视

式 ( 6 ) 连续分布的电荷为集中于体元中心 (
x ,

y
, :

)

的点电荷

叮(几 )
= n

(
x ,

少
, z

)△ (占) ( 13 )

因为 二 和 yz 坐标平面是 n(
二 ,

y
, :

) 的对称面
,

故式

( 13 ) 给出了分布于全空间的点电荷
.

而式 ( 8) 可改

写为这些点电荷之间的库仑互作用能
,
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其中
,

( x : ,

) , , z :

) 和 (
二 2 ,

少2 , : 2
) 为点 几,

和 久2
的坐

标
。

求和号的撇表示当等式右边第一个方括号内的

值为零时应除去此项
,

因为点电荷不会产生 电位作

用于自己
。

即使用时钟为 1
.

4 ( ; H z
的个人计算机处理式

( 14 ) 的求和
,

机时也不会超过 l h
。

而现代的大型

计算机比这个速度快数千倍
,

故放弃 G I U 和 S TO

的粗略近似而改用精确 A O 的技术条件已经成熟
。
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3 计算精度和结论

图 1在不同区间取不同大小体元的方法也可用

于三重积分
。

这时由里到外各层体元的边长可依次

增大为 0
.

20
,

0
.

以
,

0
.

0 8
,

0
.

16
,

0
.

3 2
,

0
.

科
,

1
.

2 8 ; 以提

高精度
。

历史留下的一些积分公式
,

可用来判断上

述求和方法的精度
。

例如已知 2[]
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利用 以上水分子的键长键角
,

乙 和凡 的实验

值
,

以及理论参数 风 的调节值
,

得到分子中 or 个

电子的总能量为
一 85

.

14 ; 和实验值 sl[ 相差 0
.

61 %
。

而计算得到分子的电偶极矩为 0
.

7 30 ( 1
.

855 )D 和

实验值阎完全符合
。

注意到文献中找到的水分子电

偶极矩的各种理论计算值〔’
,

,
,

s]
,

都和实验值相差甚

远 ; 将上述方法推广用于各种量子化学计算以达到

采用精确类氢 oA 的目的
,

是很有意义的探索性工

作
。
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而用上述方法得到的 3 个求和值依次为 0
.

8 05 7 4D
,

0
.

2 6 1 83 8
,

0
.

9 5 6 4 9 5 ; 相对误差为
一 0

.

0 14 % -

一 0
.

01 5 % ;这里取 氛 = 0
.

41 9
。

进一步减小体元尺

寸扩大求和 区间范围
,

还可 以提高求和方法的精

度
。

M
u 】it c e n t e r I nt e g alr in N初m e ir 时 C o m P u at it o n of Q ua

n t
mU C he

n止s

ytr

刀翻四̀ oH心
,

口了̀ uC i- h
~

2 ,

S HE N 月乞n l ,

`月它阿机吧
,

( 1
.

eD 详叭1l l e n t of hP y s i e s ,

S un Y a l
一

se n U n i
vesr

iyt
,

G u an hgz ou 5 102 7 5
,

hC ian ;

2
.

D e p art
l n e n t of P h y s

ics
,

伽明g d o n g C oll ege of P ll

am
l配 y

,

(; l l aJ I郎 h o u 51 02 24
,

C hi an

A加 t邝 c t : A n

~ icr al me th闭 for itr 禅
e 田 l d s ex ut 禅

e

mu hi c en ter int
e孚司 15 erP se n

edt
,

阴d ist 溉
u l t s ho w ht at ae cu art

e

h y d嗯蒯 ik e at on 五c

的 i以
5 iw ht n od es o t ll e r Ul a n S TO an d G T () c an be u s ed for qu

a l l t l ll n e h e而 s tyr c al cu lat in n
.

oS it

vao
id s

het d i s t o rt i o n of e l e

ictr
e e l o u d d ist ir b u t ion i n bas i s s e st an ( 1 e an o b如 n a

mo 化 P概 i se e o n l p u
att i o n习 瑙

u l t of t h e

e lec t ir e d iOP l e

mome
n t Of a ig ven

s邓emt
·

K e y w o八如 : n n Ut i e en etr in t e

gar l of a to ll 拐 ; 比OA
; hc e而 c al bo n d ht eo yr ; el ec itr

c id op l e

~
nt


