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摘　要:在无穷维函数空间中研究了具有阻尼和陀螺部件的挠性空间结构的分布参数系统, 得到了挠性结构系

统状态的结构特征;特别是针对挠性空间结构弱阻尼的特点, 设计了一类非线性边界控制律, 使得相关受控系

统强稳定, 解决了系统的镇定问题;最后将理论研究成果应用于弹—刚耦合系统的分析中。
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　　大型挠性空间结构 ( LFSS) 、柔性机器人和其

它挠性结构控制工程等伴随着当今科学技术的发展

而日益成为十分重要的研究课题。其中提出的亟待

研究的问题有许多, 而两个基本的和关键的问题包

括:无控系统的稳定性如何? 对非稳系统, 设计怎

样的控制器使得挠性空间结构这一特殊控制对象达

到镇定的目的? 已有研究结果表明, 具有陀螺分布

(或称角动量储存) 的挠性结构应用体, 如果系统

内存在强阻尼 (即正定阻尼) , 则无控系统是指数

渐近稳定的
[ 1]
;然而系统内存在弱阻尼是上述挠性

运动体的主要特性之一
[ 2, 3]

, 此时挠性空间结构不

是严格耗散系统, 或许它是保守的, 因此只能采取

适当的控制手段达到挠性结构的稳定化 (镇定) 。

上述问题正是本文研究的内容, 而研究的方法则是

基于无穷维函数空间理论的。

1　挠性空间结构动力学控制模型及系
统状态特征

　　在Hilbert空间 H 上, 考虑具有阻尼 、 陀螺分

布的由下述二阶微分算子方程描述的挠性结构系统

Mẅ ( r , t ) +(D +G) ﹒w ( r , t ) +

Kw ( r, t ) +Bu( t ) =0 ( 1)

式中, w ( r , t ) ∈ H, w ( r , t ) 表示挠性结构的响应

(位移) , u( t ) 为控制输入;M 为质量算子且M =

σ( r) I, σ( r ) 表示挠性结构的密度函数, I 为单位算

子;K 为刚度微分算子;D 为阻尼算子;G 为角动量

储存算子(又称陀螺算子) ;B 为控制算子 。方程( 1)

所对应的边界条件为

Lw ( r, t ) =0　r ∈  Ψ ( 2)

式中,  Ψ表示挠性结构所占空间域Ψ的边界, L 为

适当的微分算子。

取 Hilbert状态空间 H =L
2
( Ψ) 及其内积和范

数如下

L
2
( Ψ) ={w( r , t ) |∫Ψ|w ( r , t ) |

2
dΨ<∞,

w ( r, t ) 满足( 2) 式}

〈φ1 , φ2〉 =∫Ψ φ1φ2dΨ

‖φ‖ =∫Ψ|φ|
2
dΨ

1
2

φ1 , φ2 , φ∈ H

　　下面给出的所有假设均是挠性结构空间构形特

征, 与实际工程背景一致, 但不失一般性 。在

L
2
( Ψ) 中 M 为自伴正定线性有界算子, 0 ∈

ρ( M) (M 的正则集) ;K 为自伴非负闭稠定算子, 具

有紧预解算子,为方便计, 0 ∈ ρ( K ) ;D 为自伴非负

闭算子;G为反自伴算子;控制算子 B是有限维线性

算子 B :R
m
※L

2
( Ψ) 。它们的定义域有如下关系:

Dom(M) = L
2
( Ψ) , Dom(D )  Dom( K

1
2 ) , Dom( G)

 Dom( K
1
2 ) 。

为得到系统的状态特征结构, 下将二阶系统式

( 1) 转换为一阶形式。为此取新的状态空间 —能量

范数空间, 记为 HE =Dom( K
1
2 ) ×L

2
( Ψ) 。其上能量

内积定义为
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〈x , y〉E =〈K
1
2 x1 , K

1
2 y 1〉 +〈Mx2 , y 2〉

式中, x =( x1 , x2 )
T
∈ HE , y =( y1 , y 2 )

T
∈ HE 。由

此诱发的能量范数为 ‖x ‖E =〈x, x〉E

1
2 , x ∈ HE 。

定义新的状态变量 z =( w ( t ) , ﹒w ( t ) ) , 则具有阻尼

和陀螺分布的挠性结构系统式( 1) 可表述为

dz ( t )
dt

=Az ( t ) +Bu( t ) ( 3)

式中, A =
0 I

-M
-1
K -M

-1
( D +G)

,

　Bu( t ) =
0

-M
-1
Bu( t )

由上述一般性假设易知算子 A 具有紧预解算

子, 从而由 Riesz-Schauder 关于紧算子的谱理论
[ 4]

易知以下引下理 1。

引理 1　算子 A的谱集σ( A ) 由至多可数个特

征值 λk 构成, 且可排列为:…, λ-2 , λ-1 , λ1 , λ2 , …;

而λk = λ-k ( k =1, 2, …) , lim
k※∞
|λk |=∞;其对应的

特征向量集{Υk}
∞
k=±1构成 Hilbert空间 HE 上一完备

正交基。

易知 A 是闭稠定算子且易证〈Ax , x〉E =

-〈Dx2 , x2〉 ≤0;故 A是耗散算子。根据算子半群

理论中的 Lumer-Phillips 定理
[ 5]
知, 算子 A 生成压

缩C0 半群,记为 T ( t ) ( t ≥0) 。进一步分析不难得

到下述关于挠性结构系统式( 1)即式( 3)状态解的结

构特征定理成立 。

定理 1　与二阶挠性结构系统式( 1) 等价的一

阶状态方程式( 3) 对任意初值 z ( r , 0) 存在惟一状态

z ( r , t ) 且可表示为

z ( r , t ) =T ( t ) z ( r , 0) +

∫
t

0
T( t -τ) Bu( τ) dτ ( 4)

式中解算子 (即半群) T( t ) 的特征结构由下式给出

T( t ) h = ∑
∞

k=-∞
e
λ
k
t
〈Χk ( r ) , h〉EΥk ( r )

h ∈ HE ( 5)

( 5) 式中, {Χk}
∞
k=±1 是 A的共轭伴随算子A

＊
的特

征值集{ λk}
∞
k=±1 所对应的特征向量集。

2　弱阻尼下系统的边界控制与镇定

所谓弱阻尼系指对任意 x ∈ Dom( D) , 〈Dx, x〉

≥0。本节首先给出具有弱阻尼 、陀螺分布的挠性空

间结构镇定的意义, 然后得到使得受控系统强稳定

的非线性控制律以便达到系统镇定的目的。

定义 1　考虑系统状态方程式 ( 3) , 对非线性

算子 P :HE ※ R
m
, 称非线性反馈控制 u( t ) =

P( z ( t ) ) 使系统( 3) 镇定是指

z ( r , t ) = T( t ) z ( r , 0) +

∫
t

0
T ( t -τ) BP( z (τ) ) dτ ( 6)

有惟一强连续解, 且 ‖z ( r , t ) ‖E ※0( t ※∞) 。

由于算子 K 具有紧预解算子, 0 ∈ ρ( K ) , 故算

子 K
-1
M 是紧算子。由算子谱理论知, M

-1
K 的谱由

至多可数个正特征值{ω
2
k}构成, 记{φk}为相应的

特征向量;经正交规格化后,易见

M
-1
Kφk =ω

2
kφk 　〈Mφk , φj〉 =δkj

这里, ωk , φk 分别称为自然频率和自然模态 。

定理2　假设“镇定”定义中的非线性算子P由

下式给定

P( z ) =h(-B
＊
z ) =h( B

＊
z 2 ) ( 7)

式中, z =( z 1 , z 2 )
T
∈ HE , B

＊
, B

＊
分别为算子 B和

B的共轭伴随算子;假定映射 h:R
m
※R

m
满足下述

条件:①对任意 v ≠0,〈h( v) , v〉 >0;②‖ h( v) ‖

≤m ‖v‖, 这里 m为正数;③h(·)满足Lipschi tz条

件;同时假设若弱阻尼算子满足:D
-1
存在且有界,

即 0 ∈ ρ(D ) 。则非线性边界控制

u( t ) =h(-B
＊
z ( t ) ) =h( B

＊
﹒w ( t ) ) ,

z =( w ( t ) , ﹒w ( t ) )
T

( 8)

使得系统( 3)镇定, 即解式( 4)中的 z ( r, t)强稳定。

证明　这里用到的证明方法是模态特征函数展

开法 。考虑非线性边界控制式 ( 8) 下的二阶挠性

结构控制系统

Mẅ ( r , t ) +(D +G) ﹒w ( r, t) +

Kw ( r , t ) +Bh( B
＊
﹒w ( t ) ) =0 ( 9)

进而令 ξk ( t ) =〈w ( r , t ) , Mφk〉, 则对式 ( 9) 的解

w ( r , t ) 成立着下述模态特征函数展开

w ( r, t ) =∑
∞

k=1

ξk ( t ) φk ( 10)

将展开式代入系统方程式 ( 9) 并令 2σk =〈Dφk ,

φk〉+〈Gφk , φk〉,经整理比较系数可得

ξ̈( t ) +2σk﹒ξk +w
2
kξk ( t ) = fk ( t ) ( 11)

式中, fk ( t ) = ﹒ξk ( t)〈(D +G) φk , φk〉 -〈( D +

G) ﹒w ( t ) , φk〉-〈h( B
＊
﹒w ( t ) ) , B

＊
φk〉。解微分方程

式( 11) 得

ξ( t ) =C1ke
-ζ

k
t
cos ηk t +

C2ke
-ζ

k
t
sin( ηk t )
ηk

-

∫
t

0
U( t -s) fk ( s ) ds ( 12)

式中, (-ζk ±iηk ) 是特征方程 λ
2
+2σkλ+ω

2
k =0

的根, U( t ) =
e
ζ
k
t
sinηk t
ηk

。

根据Schwartz不等式不难分析得,当 t ※∞时
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∫
t

0
U( t -s )〈( D +G) ﹒w ( s) , φk〉ds ※0,

∫
t

0
U( t -s )〈h( B

＊
﹒w ( s) , B

＊
φk〉ds ※0

( 13)

　　由式( 12) 、( 13)及 fk ( t )的表达式可得

δ( t) =ξk ( t ) -2σk∫
t

0
U ( t -s) ﹒ξk ( s ) ds ※0

( t ※∞)

对上式进行分部积分, 并令

β( t ) =αk ( t ) +2σk∫
t

0
U( t -s ) ﹒ξk ( s) ds

则有 β( t ) ※0( t ※∞) ;对 β( t ) 表达式利用 Laplace

变换求解, 知 ξk ( t ) ※0( t ※∞) 。

对( 12) 式两边求导, 同理可得 ﹒ξ( t ) ※ 0( t ※

∞) (这里指出当 t ※∞时, ξ( t ) ※0是关于 k 一致

收敛的) 。

经计算得

〈Kw ( t ) , φk〉 =-ω
2
kξk ( t ) ,

〈k﹒w ( t ) , φk〉 =-ω
2
k﹒ξk ( t )

故Kw ( t ) 和 K ﹒w ( t ) 均弱收敛于 0;由于 K
-1
的紧

性,所以 w ( t ) 和 ﹒w ( t ) 在 H =L
2
( Ψ) 中强收敛于

零。

由于 h(·) 的 Lipschitz条件及定理 1, 故对任意

初值 z ( r , 0) ∈ Dom( A ) , 相应于非线性边界控制下

的二阶挠性结构系统式 ( 9) 的一阶控制系统式( 3)

存在惟一解

z ( r , t ) =T ( t ) z ( r , 0) +

∫
t

0
T ( t -τ) Bh ( B

＊
﹒w (τ) ) dτ ( 14)

在 HE 中强收敛于零,即 ‖z ‖E ※0( t ※∞) 。

下证对任意初值 z ( r , 0) ∈ HE , 式 ( 14) 的解

z ( r , t ) 亦是强收敛于零。为此对

z 1 ( r , 0) , z 2 ( r, 0) ∈ HE

令 z ( r , t ) =M( t ) z ( r , 0)

则 M( t ) ( z 2 ( r , 0) -z 1 ( r , 0) ) =

T( t) ( z2 ( r , 0) -z 1 ( r , 0) ) + ( 15)

∫
t

0
T( t -τ) [ Bh( B

＊
﹒w2 (τ) -Bh ( B

＊
﹒w 1 (τ) ) ] dτ

令 g( t ) =‖z 2 ( r , t ) -z 1 ( r , t ) ‖

由半群算子 T( t ) 的压缩性及 h(·) 的性质, 对式

( 15) 两边取范数可得

g( t) ≤g( 0) +γ∫
t

0
g(τ) dτ

式中 γ为某正数;上式表明 g ( t ) ≤ e
γt
g ( 0) 。从而

z ( r , t ) 具有 Lipschitz连续性。结合弱解式( 14) 并按

z ( r , 0) ∈ Dom( A ) 时分析方法类似处理, 便可知对

任意 z ( r , 0) ∈ HE , z ( r , t ) 亦强收敛于零, 即

‖z ( r , t ) ‖E ※0( t ※∞) 。至此定理获证 。

定理2表明在弱阻尼下, 当阻尼算子的逆算子

存在且有界时, 适当的边界控制可使挠性结构镇

定 。特殊地, 由定理的证明不难得到下述推论成

立 。

推论 1 　对线性反馈边界控制 u( t ) =

-LB
＊
z ( t ) =LB

＊
﹒w ( t ) (这里L 为正定线性算子且

有有界逆) ,则挠性结构系统式( 1) 强镇定的充要条

件为:对任意整数 k

〈φk , Dφk〉+〈B
＊
φk , B

＊
φk〉 +

〈φk , Gφk〉 ≠0 ( 16)

3　弹—刚耦合系统镇定示例分析

本节应用上面推得的结果研究一类弹 —刚耦合

系统的镇定问题。

考虑一端悬臂, 另一端固联端部刚体并作用控

制力和控制力矩的均匀 Eνler-Bernoulli梁模型。如

图 1所示 。

图 1　弹—刚耦合系统

Fig.1　The system coupled with elastomer and rigid body

设 y ( r, t ) 为梁的纵向振动位移, 其具有结构

阻尼的支配方程为
[ 6]

ρa
 

2
y ( r , t )

 t
2 -2ξ ρaEI

 
3
y( r , t )

 r
2
 t

+

EI
 
4
y ( r , t )
 r

4 =0 ( 17)

式中, ρ, a, l, EI 分别表示梁的密度, 截面积, 长度

和弯曲刚度;ξ≥0为结构阻尼系数;0 < r < l 。梁

固定端边界条件和自由端边界控制动力学方程分别

为

y ( 0, t ) = y′( 0, t ) =0 ( 18)

m
 
2
y ( l , t )
 t

2 +2ξ ρaEI
 

2
y ( l , t )
 r

2
 t

-

EI
 

3
y ( l , t )

 r
3 +F 1 ( t ) =0 ( 19)

J
 

3
y ( l, t)

 r
2
 t

2 +EI
 

2
y ( l, t )

 r
2 +M1 ( t ) =0 ( 20)

式中, m , J 分别表示端部刚体的质量与转动惯量;

F1 ( t ) , M1 ( t ) 分别表示作用于自由端 r = l上的边

界控制力和控制力矩。
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取Hilbert状态空间 H =L
2
( 0, l ) ×C

2
( C为复

数域) , H 中的元素形如 w = ( y(·) , b1 , b2 )
T
, y (·)

∈ L
2
( 0, l ) , b =( b1 , b2 )

T
∈ C

2
。定义算子

Mw =

ρay(·)

mb1

Jb2

, Dw =

-2ξ ρaEIy″(·)

2ξ ρaEIy′( l )

0

Kw =

EIy″″(·)

-EIy ( l )

EIy″( l )

, Bb =

0

b1

b2

( 21)

而定义域

Dom( K ) ={w|y ∈ H
4
( 0, l ) , y ( 0) = y′( 0) =0,

b1 = y ( l ) , b2 = y′( l )}, Dom(D ) =Dom( K
1
2 )

记控制向量

u( t ) =( F1 ( t ) , M1 ( t ) )
T

则弹—刚耦合动力学控制系统式( 17) -( 20)由下述

算子方程描述

Mẅ ( t ) +D ﹒w ( t ) +Kw ( t ) +Bu( t) =0 ( 22)

易证算子 K
-1
是紧算子;可见M

-1 2
KM

-1 2
具有完全

正交的特征向量集, 记

M
-1 2

KM
-1 2
ψk =ω

2
kψk , 〈ψk , ψj〉 =δkj

令 φk = M
-1
ψk

则 Kφk =ω
2
kMφk ,〈φk , Mφj〉 =δkj

下面证明, 对任意 k, 〈Dφk , φk〉 +〈B
＊
φk ,

B
＊
φk〉 ≠0。用反证法 。设存在 k0 使得上式不成立,

则有 B
＊
φk

0
=0;

由于 B
＊
w =b =( b1 , b2 )

T
,

由M 的非奇异性得

B
＊
kφk

0
=ω

2
k
0
B
＊
kφk

0
=0;

进而令 φk
0
=( y (·) , B

＊
φk

0
)
T
,

则由 B
＊
φk

0
=0及 B

＊
Kφk

0
=0

展开知 y ( l ) =y′( l ) = y″( l ) =0和 y (·) =0;

由此得 y(·) 惟一确定且 y (·) =0;从而特征向量

φk
0
≡0,矛盾。

由于对任意整数 k,

〈Dφk , φk〉+〈B
＊
φk , B

＊
φk〉 ≠0,

根据上节推论1知弹 —刚耦合系统镇定。

注记 　上述镇定的结果不依赖于〈Dφk , φk〉是

否为 0, 既使系统无阻尼即 ξ=0, 上述边界控制同

样可使弹性振动渐近衰减到平衡状态, 这是工程应

用中一个十分有用的结果。
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Abstract:The distributed parameter system of flexible space structures with damping and gyroscopic parts is investigated

in infinite functional spaces.The structure property of the state of the flexible system is obtained.Especially, for the

weak damping of the flexible space structure, a type of nonlinear boundary control law is designed to make the system

strongly stabilized.Finally, as an illustrative example, the system coupled with elastomer and rigid body is analyzed.
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