
第 42 卷
2田 3 年

增 刊

6 月

中山大学学报 (自然科学版 )

AC I
,

A SC I E N n ARUM UN W E RS IT AIT S SU NY尤件 EN I

Vo l
.

42
」朋

.

uS 刚
.

2 (X) 3

H e

mr iit a n
码的权分布

`

许 楚 芬
(中山大学数学系

,

广东 广州 5 1能7 5 )

摘 要 : 从理论上讲
,

H
~

it an 码的完全权分布是 目前代数几何码研究中最为重要的问题之一
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自从代数几何码出现以来
,

He
mr iit an 码一直是

最典型并被研究得最透彻的一类代数几何码
,

其最

小 H

~
ign 权川

,

自同构群圈等已被彻底了解
。

最

近由于 R
.

eP n ik aan 等〔3 ]对广义 H

一
gn 权的推广

eF -gn R a o
界的工作

,

M un ue ar 在文 [4 」中完全确定了

H e

耐 it an 码的所有广义 Han u` gn 权
。

为了 H e

耐 it an

码最后可能的商业应用
,

目前人们对一些具体的

eH丽 it an 码正在研究
,

改进已有的解码算法及对解

码算法进行性能分析阁
。

从理论上讲
,

eH丽 it an 码

的完全权分布是目前代数几何码研究中最为重要的

问题之一
,

从以后的可能商业应用而言
,

其权分布

对编码及解码算法的设计
,

改进及性能分析也具关

键作用
。

目前对代数几何码的权分布
,

较为重要的两个

工作是文【6] 及「7 ]
,

其重点是希望通过理论分析得

到权分布尽可能多的知识
,

但是两者应用到具体码

上均不是很成功
,

由文【6」只可以得到部分知识
,

其

最好的应用是对椭圆曲线码
,

由文【7 〕对 eH耐 it an

码应用只可做到 9 元域上 H

~
it an 码

。

本文结合

理论分析及计算机应用对 4 元域及 16 元域上两类

eH耐 it an 码给出了完全的权分布
。
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1 预备知识

设 凡是 q元有限域
,

C c 鳄是一个 k维线性子

空间
。

对任意向量 w 任 C 定义其支集
s u p p ( w )

二
{ 1 I w =

( w l ,
w Z ,

…
,

w
。

)
,

w ` 尹 o }

定义此向量 (或码字 ) 的 H肚 nI 元 gn 权

w t ( w )
= # (

s u p p ( w ) )

其中 # 表示一个集合中元素个数
。

而码 C 的最小

H an 如 i n g 权 (或最小距离 )

. 尹 0

称 C 是一个线性【n ,

k
,

司 码
,

一般而言
,

它可用于

纠「( d 一
l) 2/ 」个错

。

记 A`
是码 C 中权为 i 的码字个

数
,

那么 {A 。 ,

A ; ,

…
,

A
。

}称为码 C 的 (完全 )权分布
,

显然这是码 C 的最重要的 (理论上及应用上 ) 一组

参数
。

凡
,

上 H e

mr iit an 曲线是由下述曲线 X

x “ + x =
尹

+ ,

易知此对应一条光滑的代数曲线
。

众所周知它是达

到 Has se
一

We il 界的所谓最大曲线
。

其亏格 g 二 q ( q

一
l) 2/

。

除无穷远点 Q 外
,

x 上另护个有理点 (
: ,

y) (要求
: ,

y 任 凡
,

) 是由下述方法得到
:
任取 y 任

凡
, ,

由有限域知识 尹
+ ’
必在 凡 c 凡

,

中
,

而 尸 十 %

是 凡
,
/凡的迹算子

,

故对每个这样的尹
+ ’ ` 凡

, ,

共

有 q 个
二 〔 凡

,

满足方程
,

y 有扩个选择
,

对每个固

定 y , 二
有 q 个选择

,

故有 qq “ 二

扩个点 p l ,

p Z ,

…
,

凡
, 。

众所周知这是 X 上所有 (凡
,

)有理点全体 (包括

Q共 , 3 + 1个 )
。

对任一个 X 上 凡
,

有理函数 f
,

考虑 f 在 尸 二

{尸
, ,

尸2 ,

…
,

玲 }上的赋值 向量 ve ( f) 任 F矛
, 。 =

、 , ,

。 (f )
二

(f ( p l
)

,

…
,

f( 凡
,

) )
。

取 1
,

,
, x ,

, , ,

舒
,

护
,

…
,

尹
,

…
,

y ux
。 一 “ ,

为上述函数
,

由其赋值向量生

成的 F争的子空间即 H e

mr i t i a n
码 氏

,

其中 m 二 。u +

( g + 1) (
a 一 u

)
=

(叮 + l )
a 一 u

是函数在无穷远点

Q 的最大可能阶数
,

由代数几何码知识
,

氏 是一个

[
n ,

k
,

d ] 码
,

其中
n 二 , 3

k 二 m 一 g + l

d 妻 9 3 一 m

,
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此文中研究的第一个 H e

耐 it na 码是 凡 (即 q =

2
,

曲线方程是 产 + % =

尹) 上的
,

其中
a = 2 = 。 ,

即 c连
4 , (。 v e r

4F )
,

这是一个 〔s
,

4
,

4〕自对偶码
。

另一

个是 1F 6
(即 q 二 4

,

曲线方程是
二 4 + 二 =

尹) 上的

c 抬
6 )

,

即
, a = 2 = 二 ,

m = 12
,

这是一个 [麟
,

7
,

5 2〕

码
。

由 M a e w i l l i a m 。
定理 [8」

,

由此也可求出 r 16
上 嚷

6 )

这个对偶「64
,

57
,

2 ] 码的完全权分布
。

2 理论分析

首先对码 氏 的完全权分布有

w (
x ,

了 ) = 习 A , 卜沙一 艺刀 , `
(

x 一 , )
爪 一 ` 十 x “

n一

m
!
、

一一其中

立 仁6 ]

(。 2 (`
一 g + ` ) 一 l )对 i ) 2 9 一 1成

。

由于 B
`

不可 以完全确定
,

故由「6 〕的这一主要

结果无法知道 A
。 ,

A
。 _ 1 ,

…
,

弋
。

在〔8
,

4
,

4」H e
mr i t i a 。

码 c聋
4 )情形

,

除 刀。
外其余

B ` 可完全确定如下
:

二 (
x ,

了)
= 二 8 + 乃5少8 + 5以少7

(
二 一 少) +

砚。少6 ( 二 一 少)
2 + 16 5了5

(
二 一 J )

3 + 刀。少4
(
二 一 少)

4

由 〔6 ] 对椭圆曲线 ( 凡 上 H e

mr iit an 曲线 g 二 0
,

即是椭圆曲线 ) 分析知 B 。 二 3 H
,

H 是除子 4 Q线性

等价于 p
` , + p

2̀ + p ` , + p `4

的 { 11 ,

12 ,

13 ,

14
} e {1

,

2
,

3
,

4
,

5
,

6
,

7
,

8 }的 { 11 ,

12 ,

13 ,

14
}的个数

,

由于 p l ,

p Z ,

p 3 ,

P ; ,

尸5 ,

尸 6 ,

尸: ,

尸8
按第 l 节的分析

,

其中两两成

对与 Q共线
,

故在这 4 条线 (每条线上有 Q及两个尸

中点 ) 中任取两条
,

由于线上两个 尸 中点之和线性

等价于 Z Q (注意 Q处与 x 交点只有 Q ), 故此两条线

[ 4 \

上 4个点与 4 e线性等价
,

即 H 〕 l二1
= o6

一 \ 2 /

定理 H = 6

证明 由于 Q 为椭圆曲线之零点
,

则由 [ 6〕中

定理 6 知 x 的共 9个 凡 有理点之群同构于 ( z 3/ Z )

。 ( z 乃 z )
,

Q对应 。元素
,

p l ,

尸2 ,

…
,

p : 对应其它 8

个点
,

为了证明定理
,

由上述分析及椭圆曲线上群结

构定 义
,

只 需 证 对 V a ,

b
, 。 ,

d 任 ( z 3/ z ) e

( Z / 3 2 )
, a ,

b
, 。 ,

d 均非零且不同
,

但
a + b + 。 + d

= 0
,

则 {
a ,

b
, 。 , 。

}
=

{
a , 一 a ,

b
, 一 b {即可

。

不妨设

4 个点为 ( i ; ,

j l
)

,

( 12 ,

j Z
)

,

( 13 ,

j
3
)

,

( 14
,

j4 )
,

则

i一 + 12 + 13 + 14 二 Om o d 3

j
l + j Z + j 3 + j4 二 O m o d 3

若 i ; ,

12 ,

13 ,

14 ,

j
l ,

j
Z ,

j
3

瓜 全不为 O
,

则易知结论成

立
,

这种点只有 ( l
,

l )
,

( 2
,

2 )
,

( 3
,

3 )
,

( 4
,

4 ) 满足结

论
,

若有一个
,

不妨设为 i , 二 0
,

且 12 ,

13 ,

14全不为 0
,

则由 i : + 13 + i ; 二 o m o d 3
,

知道 i : = 13 = 14 ,

故 12 ,

13 ,

i ; 任 ( z 乃 z )
,

且全不同
,

故 j
: + j

3 +
j4 二 o m o d3

,

即 j ; = 0
,

则 ( 11 ,

j
l
)

=
( 0

,

0 )
,

矛盾
。

故 j’2
,

j 3
,

j4 中必

有另一个
,

不妨设为 j
: = 0

,

故 j
, ,

j
:
不全为 0

,

且不

同
,

故 {j
l ,

j
Z
}

=
{1

,

2 ) 即 j l + j : 二 o m o d3
,

即

( i , ,

j
l
) + ( 12 ,

j
Z
)

= O

( 13 ,

j 3 ) + ( 14 ,

j4 )
= o

在 ( z 乃 z ) e ( z 3/ Z ) 中成立
,

结论成立
。

证毕
。

我们注意到 c尸是 自对偶码
,

故很 自然想用
w (

x ,

J ) 满足 M a e w i l一a u ,
恒等式〔8〕来确定惟一一个

不知道的 B。 ,

但经计算知
,

对任何 B 。 ,

M ac w ill au s
恒

等式均成立
。

即自对偶性无法提供 B 。
信息

,

故只有

用上述椭圆曲线知识确定 B 。 =
18

。

最后知 以4) 的完

全权分布是

A s = 2 1 A 7 = 9 6 A 6 二 2 4 A S = 9 6

A 4 = 18 A 3 = 0 A Z = 0 A I = 0 A o 二 1

下面 1F 6
对上 [64

,

7
,

52 〕码 司孟6) 进行理论分析
,

由 iA

及 B `
的关系我们有

:

A麟 = B 12 一 B l l + B l o 一 B g + B s 一 B 7 +

12

召6 一 刀5 一

刀4 一 丑3 + 刀: 一 丑 , =

艺 (
一 l )毋

i

=

习 ( 一2 一 i ) (
-

=
66 B o 一 55 B I +

1 )
`

B`

4 5 B Z 一

15 B 6 一 10 B 一 7 +

165 B z

3 6 B 3 + 2 8 B 4 一 Z I B S +

一 3 B 9 + B l o

6362
AA

6 B s

A 6 1 = 一 2 2 0 B o + 一 12 0 B 2 +

3 5 B 5 一
20 B 6 + 10 B 7 一 4 B s +

84 B 3 一 5 6 B 4 +

B 9

A印 = 4 9 5 B o 一 3 3 O B I + 2 10 B 2 一 12 6 B 3 + 70 B 4 一 3 5 B 5

+ 15 B 6 一 5 B 7 + B s

A , = 一 7 92 B o + 肠 Z B I 一 25 2 B 2 + 12 6 B 3 一 5 6 B 4 +

2 1 B 5 一 6 B 6 + B 7

A s s = 9 24 B o 一
46 2 B I + 2 10 B 2 一

84 刀
3 + 2 8 B 4 一 7 B 5

+ B 6

A , 二 一 7 92 B o + 3 3 0 B I 一 120 B 2 + 3 6 B 3 一 8 B 4 + B S

A肠 = 4 9 5 B o 一 165 B I + 4 5 B 2 一 9 B 3

A , =
66 B o 一 1 1 B Z + 占2

A5 3 = 一 12 B o + B x

A 52 = B o

利用计算机的结果 (见 以下第 3 节 )
,

从 A 64
,

A。 …
,

A S:
的值可以求出 B 。 ,

刀 l ,

…
,

丑 ; :
的值

,

如下
:

A犯 = 15 (XXX〕 B o = 15《XXX)

A 53 = 5 47 2X() B I = 2 347 2 X()

A , = 846 240 B Z = 167 65 44 0

A 55 = 3 17 56 80 B 3 = 74 7 3 40 8 0

A肠 = 7 5 64 《X) B 4 = 2 3 87 6 5 320
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A印 = 4 9 5 B o 一 3 3 O B I + 2 10 B 2 一 12 6 B 3 + 70 B 4 一 3 5 B 5

+ 15 B 6 一 5 B 7 + B s

A , = 一 7 92 B o + 肠 Z B I 一 25 2 B 2 + 12 6 B 3 一 5 6 B 4 +

2 1 B 5 一 6 B 6 + B 7

A s s = 9 24 B o 一
46 2 B I + 2 10 B 2 一

84 刀
3 + 2 8 B 4 一 7 B 5

+ B 6

A , 二 一 7 92 B o + 3 3 0 B I 一 120 B 2 + 3 6 B 3 一 8 B 4 + B S

A肠 = 4 9 5 B o 一 165 B I + 4 5 B 2 一 9 B 3

A , =
66 B o 一 1 1 B Z + 占2

A5 3 = 一 12 B o + B x

A 52 = B o

利用计算机的结果 (见 以下第 3 节 )
,

从 A 64
,

A。 …
,

A S:
的值可以求出 B 。 ,

刀 l ,

…
,

丑 ; :
的值

,

如下
:

A犯 = 15 (XXX〕 B o = 15《XXX)

A 53 = 5 47 2X() B I = 2 347 2 X()

A , = 846 240 B Z = 167 65 44 0

A 55 = 3 17 56 80 B 3 = 74 7 3 40 8 0

A肠 = 7 5 64 《X) B 4 = 2 3 87 6 5 320



增 刊 许楚芬
:

eH丽 it an 码的权分布

算法 (仅列出 〔64
,

7
,

5 2〕 码的权分布的

算法
,

〔8
,

4
,

4 〕码的权分布的算法类似可得 )

( l) 编制一个 1F 6 的加法表
。

( 2 ) 定义 7个一维数组
: 、

[麟 ]
,

( i == o
,

…
,

6 )
,

分

别储存 1
,

y
,

xy
“ ,

yx
,

护
,

尹共 7 个向量
。

( 3 ) 令
e ` = j

,

j = 0
,

l
,

…
,

15 ;计算
e “ x ` ,

并储

存在二维数组
a ;

仁16〕仁以 1中
。

6

(4 ) 用穷举法列 出所有艺 〔16 〕「科 ]
,

共有 1夕
i 二 0

个向量
,

这个向量组成 1
,

y
,

x
尹

,

yx
,

护
,

尹
,

7 个向

量在 F铭中张成的子空间 c
。

( 5) 数出 C 中每个向量含
“

0’’ 元素的个数
。

( 6) 求 出 C 在 i 个位置为零的 向量个数
,

即

A ,
_ ` ,

全部求出即得上述 〔64
,

7
,

5 2」码的权分布
。

算法改进

( l) 由于计算 1口个含 64 个元素的向量并不是

一件容易的事情
,

即使是比较好的 CP 机
,

也要花上

好几天的时间
,

因此算法必须改进
。

考虑到 1 与 c0

的乘积
,

实际上是 1 中每个元素与
c。
的乘积

,

而 1 中

每个元素均为 1
,

乘以
c 。
后每个元素仍相同

,

所以

可以利用该性质对算法进行改进
。

只计算 1护个含

64 个元素的向量
,

即先不考虑 c0 1
,

再利用 l护 的结

果
,

推算出全部 1夕个向量的含零元素的个数
。

( 2) 由于有些计算机因硬件因素的限制
,

不能

定义 l夕个二维数组
,

甚至连 1护 个数组也办不到
,

因此只利用一个一维数组存储向量
,

计算出一个向

量后
,

马上对其进行数
“

数零
” ,

数完后再计算下一个

向量
,

这样大大节省了内存空间
。

结果

( l ) [ 8
,

4
,

4 ] 码的权分布
:

A o = 1 A I = 0 A Z = 0 A 3 = 0 A 4 二 18

A S 二 % A 6 二 解 A 7 二
% A S = 2 1

( 2 ) 〔64
,

7
,

52 〕码的权分布
:

A o = 0 A I = 0 A Z = 0 … …

A s l = 0 A 52 = 15 (X犯幻 A 53 = 5 4 7 2加

A , = 今场 24() A” = 3 17 5 6 8 0 A免 = 7 5 6 5 4( X)

A, = 1 5 5 13以 X) A男 = 2 85 95 5 20 A , ==
42 65 85印

A。 = 5 5 3 9以)80 A 61 二 5 2 137 6以)

A公 = 3 96() 144 0 A。 = 17 69 4 7 2 0 A科 二
45 5 34 15
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