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摘　要:研究如下的Willis 环上的脑动脉瘤模型:̈x +εμ﹒x +αx +γx 3 =εF cos ωt 。首先阐明了 Smale 马蹄变换意

义下的混沌是 Devaney混沌, 然后用 Melnikov函数方法得到了在两种情况下该模型存在 Devaney混沌的条件。
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1　脑动脉瘤模型简介

脑动脉瘤是由于多种原因造成的脑动脉血管壁

上的异常膨出, 多形如囊状, 通常被医生形象地称

为颅内炸弹。由于瘤壁不健全, 常发生破裂, 引起

蛛网膜下腔出血, 临床表现为急骤起病的剧烈头

痛 、 呕吐 、意识障碍 、脑膜刺激症和血性脑脊液 。

动脉瘤破裂的死亡率和致残率都很高, 首次破裂出

血有 45%的死亡率, 而再次破裂的死亡率更高 。

由于脑动脉瘤的瘤体较小, 一般不引起临床症状,

也不容易被发现, 而Willis环 (即颅底动脉环) 又

是脑动脉瘤的高发病区, 所以通过研究Willis环上

的脑动脉瘤的数学模型来预见和控制脑动脉瘤的形

成和生长情况非常必要。

Austin
[ 1]
通过实验, 导出了一个Willis 环上的

脑动脉瘤模型

ẍ +α﹒x +βx
2
+γx

3
=F cos ωt ( 1)

曹进德等
[ 2]
经过再分析, 得到了具有阻尼项和受迫

激励的Duffing方程

ẍ +μ﹒x +αx +βx
2
+γx

3
=Fcos ωt ( 2)

文献[ 2-4]分别对Willis环上的脑动脉瘤模型的周

期解和概周期解作了研究 。

本文研究如下的Willis环上的脑动脉瘤模型

ẍ +εμ﹒x +αx +γx
3
=εFcos ωt ( 3)

首先阐明了Smale马蹄变换意义下的混沌是Devaney

混沌, 然后用Melnikov函数方法得到了在两种情况

下该模型存在 Devaney 混沌的条件。

2　Smale马蹄与 Devaney 混沌

混沌的数学定义至今仍未统一, 比较常见的是

Li_York定义
[ 5]
和 Devaney 定义

[ 6]
。下面叙述混沌的

Devaney定义。为此先引入拓扑传递和初值敏感的

概念
[ 6,7]
。

设 ( X, f ) 是紧致系统。

定义1　 f 叫拓扑传递的, 如果存在 x ∈ X ,使

得 orb( x) =X, 即 x 的轨道在X 内处处稠密。

定义2　如果存在 δ>0,使得对任何 x ∈ X和

x 的任何邻域U, 能找到 y ∈ U ∩ X和n >0, 使得

d( f
n
( x) -f
n
( y ) ) >δ

则称 f对出初值敏感依赖, δ称为敏感常数。

Devaney 所定义的混沌如下:

定义 3　如果下述 3个条件满足, ① f 是拓扑

传递的;② f 的周期点在 X 中处处稠密, ③ f 是

对初始条件敏感依赖的;则称 f 在 Devaney 意义下

是混沌的。

周作领
[ 7]
对这个定义分析以后, 发现条件③是

条件①和 ②的直接推论, 因此提出了修改的 Dev-

aney混沌的定义如下:

定义4　若 f 满足定义 3中的条件①和②, 就

称 f 是在修改的 Devaney 意义下是混沌的 (在本文

中简称为Devaney 混沌) 。

接下来叙述 Smale马蹄和符号动力系统的相关

定理。设 Χ:Q ※R
2
是从 Q到 Χ(Q) 的同胚, 满足

产生Smale马蹄的条件, Q =[ -1, 1] ×[ -1, 1] 。下

面是推广的 Smale定理
[ 8]
。

定理1　 Δ是Χ的紧致不变集, Χ|Δ拓扑共轭

于(双边) 符号动力系统 σ:΢( N ) ※΢( N ) 。

其中, Δ的定义和 Χ满足的条件详见文[ 8] 。下

面是关于符号动力系统的性质的定理
[ 8]
。

定理2　符号动力系统 σ:΢( N ) ※΢( N ) 具有
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以下性质:① σ的周期点集在 ΢( N ) 中稠密, 即

Per( σ) =΢( N ) ;②σ有一条轨道在΢( N ) 中稠密 。

　　由前面所述的定义和定理, 不难得到下面的定

理:

定理 3　 Χ若产生 Smale马蹄, Δ是 Χ的紧致

不变集,那么 Χ|Δ在修改的 Devaney意义下是混沌

的。也即 Smale 马蹄变换意义下的混沌是 Devaney

混沌 。

3　由异宿环引起的混沌

方程 ( 3) 又可以写为

﹒x = y

y =-αx -γx
3
-εμy +εFcos ωt

( 4)

当 ε=0时, 系统 ( 4) 是一个哈密顿系统:

﹒x = y

y =-αx -γx
3 ( 5)

系统 ( 5) 有如下的哈密顿函数

H( x, y ) = y
2

2
+α

2
x

2
+γ

4
x

4
( 6)

当 α>0, γ<0时,系统( 5) 有 3个奇点, O( 0, 0) 为

中心, A1 (- -α γ, 0) 和 A2 ( -α γ, 0) 为2个鞍

点。因为

H - -α
γ

, 0 =H -α
γ

, 0 =-
α

2

4γ

所以系统 ( 5) 存在连接两个鞍点的异宿环 。相应

于异宿轨线, 有

H( x , y) =-
α

2

4γ
,

由此可以得到异宿轨线的方程为

x
0
± ( t ) =±tanh -

αγ
2
t

y
0
± ( t ) =± -

αγ
2

sech
2

-
αγ
2
t

( 7)

与异宿轨线对应的Melnikov函数为

M± ( t 0 ) =∫
+∞

-∞
y

0
± ( t ) ·

[ -μy
0
± ( t ) +Fcos ω( t +t0 ) ] dt =

μI1 ±FI2cos ωt 0

其中

I1 =
4
3

-
αγ
2

,

I2 =
πω

-αγ
2

csch
πω

2 -αγ
2

易见当
F
μ
>
I1

I2
时, 存在 t

±
0 使得 M± ( t

±
0 ) =0。

又因为

M
′
± ( t

±
0 ) =-ωFI2sin ωt

±
0 ≠0

所以 t
±
0 是M± ( t

±
0 ) 的单根 。由Melnikov函数判别方

法
[ 9, 10]
可知系统 ( 4) 存在Smale 马蹄, 由定理 3可

知系统 ( 4) 在修改的 Devaney意义下是混沌的 。

这里

I1
I2
=-2αγ

3πω
sinh πω

-2αγ

是系统( 4) (亦即系统( 3) )的阈值。于是有下面的定

理:

定理4　当参数 α>0, γ<0, F >-μ2αγ
3πω

·

sinh
πω

-2αγ
时, 系统 ( 3) 在修改的 Devaney 意义

下是混沌的 。

4　由同宿环引起的混沌

当 α<0, γ>0时, 系统( 5) 有 3个奇点, O( 0,

0) 为鞍点, A1 (- -α γ, 0) 和 A2 ( -α γ, 0) 为2

个中心 。与H( x, y ) =0对应的轨线为 “8”字形的同

宿环。

由 H( x, y ) =0可以得到同宿轨线的方程为

x
0
± ( t ) =± -

2α
γ

sech -2α
γ
t

y
0
± ( t ) =±

2α
γ

sech -2α
γ

tanh -2α
γ
t

( 8)

同宿轨线对应的Melnikov 函数为

M± ( t0 ) =∫
+∞

-∞
y

0
± ( t ) ·

[ -μy
0
± ( t ) +F cos ω( t +t 0 ) ] d t =

μT1 ±FT2 cos ωt 0

其中

T 1 =π, T2 =
π

-
2α
γ

sech
πω

2 -
2α
γ

易见当
F
μ
>
T1
T2
时, 存在 t

±
0 使得 M± ( t

±
0 ) =0。

又因为

M
′
± ( t

±
0 ) =-ωFT2sin ωt

±
0 ≠0

所以 t
±
0 是M± ( t

±
0 ) 的单根 。

由Melnikov 函数判别方法
[ 9, 10]
可知系统 ( 4)

存在 Smale 马蹄, 由定理 3 可知系统 ( 4) 在修改

的 Devaney 意义下是混沌的。

这里

T1
T2
= -2α

γ
cosh πω -

8α
γ
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是系统( 4) (亦即系统( 3) )的阈值 。于是有下面的定

理:

定理 5　当参数 α<0, γ>0, F >μ -
2α
γ
·

cosh πω -
8α
γ
时, 系统 ( 3) 在修改的 Devaney

意义下是混沌的 。

众所周知, 混沌控制在机械 、 电子 、光学特别

是生物医学方面有着广泛的应用前景。在一些实际

问题中, 混沌状态是很有益的行为 。例如, 在心脏

动力系统中存在混沌, 这时混沌状态是有益的状

态
[ 11]
。在本文所述的 Willis环上的脑动脉瘤模型

中, 混沌状态究竟是有益的状态还是有害的状态,

还有待于医学实验的进一步研究。如果是有害的状

态, 人们需要尽量避免混沌的产生 。反之, 如果是

有益的状态, 人们可以采取各种措施来控制模型中

的参数, 使之符合定理 4或者定理 5中的条件, 使

脑动脉瘤中产生混沌, 从而使病情朝着有益的方向

发展 (这包括使脑动脉瘤避免破裂 、逐渐减小甚至

消失等, 具体结果有待于医学实验的证明) 。
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Chaos Behavior of the Model of Aneurysm of the Circle of Willis

YANG Cui_hong, ZHU Si_ming

( Department of Mathematics, Sun Yat_sen University, Guangzhou 510275, China)

Abstract:The model of saccular aneurysm of the circle of Willis　 ẍ +εμ﹒x +αx +γx
3
=εF cos ωt 　is studied.It

is shown that the chaos in the sense of Smale Horseshoe is in fact in the sense of Devaney, and the conditions of the

existence of the Devaney chaos of the model in two cases are obtained.

Key words:Smale Horseshoe;chaos;aneurysm;heteroclinic cycle;homorclinic cycle
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