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摘　要:为了使TRUNC 元能用来分析薄板动力问题, 用作者所提出的新列式方法推导出该单元的两种质量矩

阵。文中算例的计算结果表明, 用 TRUNC 元和这两种新的质量矩阵分析薄板动力问题, 也具有高的精度和计算

效率。
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　　国际著名有限元权威 Argyris
[ 1]
提出的 TRUNC

元是一种非常规三角形薄板单元, 已有研究工作表

明
[ 2,3]

, TRUNC元是一种简单 、 高效和精度高的薄

板单元, 但是, Argyris只给出用自然列式方法推导

出的 TRUNC 元的刚度矩阵, 分析了薄板静力问

题
[ 1]
。由于Argyris构造 TRUNC 元的刚度矩阵所用

的自然列式方法过于繁复, 其物理意义不明确, 且

计算量较大, 因此不利于该元在工程中推广应用 。

为此, 本文作者在文 [ 4] 中提出一种简单 、 物理

意义明确 、计算量小和编程容易的新列式方法, 重

新推导出 TRUNC 元的刚度矩阵。

为了使 TRUNC 元能用来分析薄板动力问题,

本文用新列式方法推导出该元新的质量矩阵 。其中

一种新的质量矩阵是首先分别构造对应广义常应变

和广义变应变的质量矩阵, 然后将两者相加而成;

另一种质量矩阵就是对应广义常应变的质量矩阵 。

文中算例的计算结果表明, 用 TRUNC 元和这两种

新的质量矩阵分析薄板动力问题, 也具有高的精度

和计算效率。

1　TRUNC元的质量矩阵

本文用文 [ 4] 的新列式方法推导 TRUNC元的

两种质量矩阵。

TRUNC元是一种 9自由度的三角形薄板单元,

单元的结点位移为

{δi}=[ wi 　 i 　Χi ]
T
　i =1, 2, 3

式中,  i =w , x , Χi =w , y

单元结点位移向量为

{δ}
e
=[ δ

T
1　δ

T
2 　δ

T
3 ]

T

单元内的挠度模式可写成为

w =wc +wv ( 1)

式中对应广义常应变的挠度模式 wc 和对应广义变

应变的挠度模式wv 分别为

wc =[ N c]{δ}
e
=∑

3

i=1
[ N c] i{δi} ( 2)

wv =[ Nv ]{δ}
e
=∑

3

i=1
[ Nv ] i{δi} ( 3)

式中节点 i的形函数为

[ N c] i =[ Lc] [ A
1
i ] , 　i =1, 2, 3 ( 4)

[ Nv ] i =[ Lv] [ A
2
i ] , 　i =1, 2, 3 ( 5)

式中

[ Lc] =[ L 1　L2　L3　L2 L3　L3 L1　L1 L2 ]

[ Lv ] =[ L2L
2
3 -L3L

2
2　L3L

2
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2
3　L1 L

2
2 -L2 L

2
1]
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1
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T
=

ξi ηi ζi 0 0 0

0 0 0 -1
2
c1 ( ζi -ηi ) -1

2
c2 (ξi -ζi ) -1

2
c3 ( ηi -ξi )

0 0 0
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1
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[ A
2
i]

T
=

ζi -ηi ξi -ζi ηi -ξi

-
1
2
c1 (ζi +ηi ) -

1
2
c2 (ξi +ζi ) -

1
2
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1
2
b1 (ζi +ηi )

1
2
b2 (ξi +ζi )

1
2
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式中 [ ξ1 η1 ζ1 ] = [ 1 0 0] , [ ξ2 η2 ζ2] = [ 0 1

0] , [ ξ3 η3 ζ3] = [ 0 0 1] , 分别为结点 1, 2和 3

的面积坐标。 b1 =y2 -y3 , c1 =x3 -x2;b2 , b3 ,

c2 , c3 可依次轮换下标得到。

　　而对应广义常应变的质量矩阵为

[ mc]
e
=ρh [ N c]

T
[ Nc] d xdy ( 6)

将( 4)式代入( 6)式,并将[ mc ]
e
写成分块形式

[ mc ]
e
=

mc 11 mc 12 mc 13

mc 21 mc 22 mc 23

mc 31 mc 32 mc 33

[ mcij ] =ρh[ A
1
i ]

T

 [ Lc ]
T
[ Lc ] d xdy[ A

1
j ] =

2■ρh [ A
1
i ]

T
[ Sc ] [ A

1
j ]

对应广义变应变的质量矩阵为

[ m
e

v ] =ρh [ Nv]
T
[ Nv ] d xdy ( 7)

其中

[ mvij ] =2■ρh [ A
2
i ]

T
[ Sv ] [ A

2
j ]

在 ( 6) 和 ( 7) 式中
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1
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1
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1
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于是, TRUNC元的一种质量矩阵为

[ m]
e
=[ mc ]

e
+[ mv]

e
( 8)

TRUNC元的另一种质量矩阵就是只取对应广义常

应变的质量矩阵

[ m]
e
=[ mc]

e
( 9)

2　算例

用有限元法求解薄板的固有振动问题, 最后归

结为求解特征值方程:

[K ] -ω
2
[ m]{δ}=0 ( 10)

　　本文采用子空间迭代法求解前几阶频率

( Hz) 。表中 FEMT1 、 FEMT2分别为采用 ( 8) 式和

( 9) 式的质量矩阵的单元。

算例 1　用 TRUNC 元的有限元法求解四边固

支定方板固有振动频率 。

表 1　四边固支方板固有振动频率
1)

Tab.1　Natural vibration frequency of clamped square plate

方法 网格 自由度 ω1 ω2 ω3

FEMT1 12X12 363
35.8669

(-0.34%)

73.0788

( -1.19%)

73.0796

( -1.19%)

FEMT2 12X12 363
35.8679

(-0.34%)

73.0815

( -1.19%)

73.0823

( -1.19%)

精确解 35.988 73.96 73.96

1) 括号数字为相对误差;乘子为
1

L 2

D
ρh

, L 表示方板边长

算例 2　用 TRUNC 元的有限元法求解四边简

支方板固有振动频率。

表 2　四边简支方板固有振动频率
1)

Tab.2　Natural vibration frequency of square

plate with simple supported

方法 网格 自由度 ω1 ω2 ω3

FEMT1 12X12 407
19.7743

( 0.18%)

49.2819

( -0.13%)

49.2851

( -0.13%)

FEMT2 12X12 407
19.7743

( 0.18%)

49.2836

( -0.13%)

49.2851

( -0.13%)

精确解 19.7392 49.348 49.348

1) 括号数字为相对误差;乘子为
1

L 2

D
ρh

, L 表示方板边长

　　从计算结果可以看出, 两种质量矩阵的计算结

果相差不大;而只取对应常应变的质量矩阵, 计算

精度已相当高。因此, 在实际计算时可以只取对应

常应变的质量矩阵, 这样不仅减少了计算量, 而且

足以满足工程设计的要求。还应当指出, 对于其他

的三角形薄板单元, 也可以采用本文所建立的两种

新的质量矩阵分析薄板的动力问题。
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Abstract:Pseudomonas sp., collected from Daya Bay of the South China Sea, can produce red pigments.The culture

media was investigated for its growth and the production of red pigments.Prodigiosin A and a new compound dimethyl

prodigiosin B were isolated as the main components of red pigments from the extract of mycelia.Prodigiosin have been

reported to possess potent antimicrobial and cytotoxic properties.
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