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摘　要:运用上下解方法讨论非线性边界条件下的一阶脉冲积分微分方程解的存在性, 并利用所得结果研究积

分微分方程周期边值问题解的存在性, 所用的上下解方法与传统方法不同。并且, 给出一个相应的例子来说明

传统的上下解方法在此失去了作用。

关键词:上解;下解;Caratheodory条件;脉冲方程;紧算子

中图分类号:O175.6　　文献标识码:A　　文章编号:0529-6579 ( 2003) 01-0016-04

　　设 J =[ 0, T] , 0 = t0 < t 1 < t 2 <… < tp <

tp+1 = T。考虑在非线性边界条件下的一阶脉冲积

分微分方程边值问题 ( P) :

u′= f ( t , u, S1 u, S2 u)

a.e.t ∈ J , t ≠ tj , j =0, 1, 2, …, p +1 ( 1)

u( t
+
j ) = Ij ( u( tj ) ) , j =1, 2, …, p ( 2)

g ( u( 0) , u( T) ) =0 ( 3)

其中, u( t
+
j ) 表示 u在 tj ( j =1, 2, …, p) 的右极限 。

f:J ×R
3
→R

3
满足Caratheodory条件, S1 是Volterra

积分算子, S2 是 Fredholm 积分算子,

( S1 u) ( t ) =∫
t

0
k ( t , s) u( s) ds

( S 2 u) ( t ) =∫
T

0
h ( t , s) u( s) ds

这里, k ∈ L
∞
(D1 ) , h ∈ L

∞
(D2 ) , D1 ={t , s) :0 ≤

s ≤ t ≤T}, D2 ={( t , s ) :0 ≤ s , t ≤T}。I j :R→R

( j =1, 2, …, p) 连续, g:R
2
※R连续 。

在 f不含S1 u, S2 u且连续的情形下, 文[ 1] 讨论

了( 1) -( 2) 的周期边值问题。设α, β是(P) 的下 、上

解,本文的目的是利用上 、下解方法,在α≤β和β ≤

α两种情况下,讨论( P) 解的存在性。推广了文 [ 1,

2] 相应结果 。本文边界条件 ( 3) 是非线性的, 当

然包括了周期边值条件, 初值条件和终值条件, 然

后我们将利用所得结果讨论一阶积分微分方程周期

边值问题 ( TP) :

u′( t ) = f ( t , u, S1 u, S2 u) 　a.e.t ∈ J

u( 0) =u( T)

解的存在性, 所用的上下解方法不同于以往文献

(如文 [ 3, 4] ) 中所用的传统方法, 观点新颖, 最

后, 给出相应的例子来说明传统的上下解方法在此

失去作用。

u:J →R 是 ( P) 的解是指 u ∈ W
1, 1

( tj , tj+1 ) ,

u( t j ) =u( t
-
j ) , j =1, 2, …, p, u( 0) =u ( 0

+
) , 并且

u满足( 1) -( 3) 。这里 u( t
-
j ) 表示 u在t j的左极限( j

=1, 2, …, p) 。

1　存在性结果

本节定义 ( P)的上下解并给出解的存在性结

果 。设

Ψ={u:J ※R:u ( t
j
, t
j+1

) ∈ L
1
( t
j
, t
j+1

) ,

j =0, 1, …, p}

Ψ
1
={u:J →R:u ( t

j
, t
j+1

) ∈ W
1, 1
( t
j
, t
j+1

) ,

j =0, 1, …, p}

则在范数

‖u ‖ Ψ =∑
p

j=0

‖ u ‖L
1
( t
j
, t
j+1

)
,

‖u ‖ Ψ
1
=∑

p

j=1

‖ u ‖W
1, 1
( t
j
, t
j+1

)

下, Ψ和Ψ
1
是 Banach空间 。

定义1　称 α∈ Ψ
1
是问题 ( P) 的下解, 如果

α′( t ) ≤ f ( t , α( t ) , ( S 1α) ( t ) , ( S2α) ( t ) ) ,

a.e.t ∈ J , t ≠ tj , j =0, 1, …, p +1

α( t
+
j ) ≤ I j (α( tj ) ) , j =1, 2, …, p
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g( α( 0) , α( T) ) ≤0。

　　上解 β的定义只需将上面的诸不等式反向。

定理 1　设 α, β为 ( P) 的下 、 上解, α≤β。

若 Ij :R※R ( j=1, 2, …, p) 非降,

g( x , y) 在( x, y ) ∈ [ α( 0) , β ( 0) ] ×[ α( T ) , β ( T) ]

连续, 且对 y ∈ [ α( T) , β( T ) ] , g 非增 。则问题( P)

至少存在一个解

u ∈ [ α, β] ∶=

{u:J ※R α( t ) ≤u( t) ≤β ( t ) ,  t ∈ J}

　　定理 1的证明　为了讨论的方便, 取 p =1,

考虑 ( P) 的修正问题 (Q) :

u′= f ( t , γ( t, u( t ) ) , S1γ, S2γ) -u( t ) +

γ( t , u( t ) ) , a.e.t ∈ J , t ≠ t 1 ( 4)

u( t
+
1 ) = I1 ( γ( t1 , u( t1 ) ) ) +

u( t1 ) -γ( t 1 , u( t 1 ) ) ( 5)

u( 0) =γ( 0, u( 0) -g( γ( 0, u( 0) ) ,

γ( T , u( T ) ) ) ) ( 6)

其中, γ∶J ×R ※R, γ( t , u) =max{α( t ) , min{u,

β( t )}}。定理的证明将由下面 3个引理来完成 。

引理1　若 α( t ) ≤u( t ) ≤β( t ) , t ∈ J ,则 u是

( P) 的解当且仅当 u是(Q) 的解 。

引理 2　( Q) 的任一解 u满足

α( t ) ≤u( t ) ≤β( t ) , t ∈ J

　　证明　设 u是(Q) 的一个解 。

( 1) 由 γ的定义直接可以得到α( 0) ≤ u( 0) ≤

β( 0) 。

( 2)α( t1 ) ≤u( t 1 ) ≤β( t1 ) 。事实上, 反设 u( t 1 )

<α( t1 ) , 则存在 θ∈ [ 0, t 1 ) , u( θ) =α(θ) , 使得

u( t ) <α( t ) , t ∈ ( θ, t 1] 。这样,有

( u -α)′( t ) +( u -α) ( t ) ≥0, a.e.t ∈ [ θ, t 1]

从而在[ θ, t1 ] 上, 有 u ≥α(详见文[ 5] ) ,矛盾 。同样

可证 u( t 1 ) ≤β( t1 ) 。

( 3)α( t
+
1 ) ≤u( t

+
1 ) ≤ β( t

+
1 ) 。事实上, 由 I1 的

非降性,有

α( t
+
1 ) ≤ I1 ( α( t 1 ) ) ≤

I1 ( u( t1 ) ) =u( t
+
1 ) ≤ I1 ( β( t 1 ) ) ≤β( t

+
1 )

　　 ( 4) α( T) ≤ u( T ) ≤ β( T) 。事实上, 反设

u( T) <α( T ) ,则存在

θ∈ ( t1 , T ) , u( θ) =α( θ) ,

使得 u( t ) <α( t ) , t ∈ (θ, T] 。这样, 有

( u -α)′( t) +( u -α) ( t ) ≥0, a.e.t ∈ [ θ, T]

从而在 [ θ, T] 上,有 u ≥α(参见文[ 5] ) ,矛盾 。同样

可证 u( T ) ≤β( T ) 。

(5) α( t ) ≤ u( t ) ≤ β( t ) , t ∈ ( 0, t 1 ) ∪ ( t 1 ,

T) 。事实上,反设存在θ∈ ( 0, t 1 ) ,使 α(θ) >u( θ) 。

则存在区间( c, d)  ( 0, t 1 ) , ( u -α) ( c) =( u -

α) ( d) =0,使得在区间( c, d) 上, u <α。这样,

( u -α)′( t ) +( u -α) ( t ) ≥0, a.e.t ∈ [ c, d]

从而在 [ c, d] 上,有 u ≥α(参见文[ 5] ) , 矛盾。同样

可证

α( t ) ≤u( t ) , t ∈ ( t 1 , T) ,

u( t ) ≤β ( t ) , t ∈ ( 0, t 1 ) ∪ ( t1 , T)

　　引理3　问题 ( Q) 至少存在一个解

证明　考虑问题族 ( Qλ) :

u′( t ) +u( t ) =

λ[ f ( t , γ( t , u( t ) ) , S1γ, S2γ) +γ( t , u( t ) ) ]

a.e.t ∈ J , t ≠ t 1 ( 7)

u( t
+
1 ) -u( t 1 ) =

λ[ I1 ( γ( t 1 , u( t1 ) ) ) -γ( t 1 , u( t 1 ) ) ] ( 8)

u( 0) =λ[ γ( 0, u( 0) -g( γ( 0, u( 0) ) ,

γ( T, u( T) ) ) ) ] =0 ( 9)

其中, λ∈ [ 0, 1] ,设 J 1 =[ 0, t1 ] , J 2 =[ t1 , T] , E =

L
1
( J 1 ) ×L

1
( J 2 ) , E

1
=W

1, 1
( J 1 ) ×W

1, 1
( J 2 ) 。定义算

子 L:E
1
※E ×R

2
, N:E ※E ×R

2
分别为

L ( u, v) =( u′(·) +u(·) , v′(·) +v (·) ,

v ( t1 ) -u( t 1 ) , u( 0) )

N ( u, v ) =( fu, fv, I1 ( γ( t 1 , u( t 1 ) ) ) -

γ( t1 , u( t1 ) ) , γ( 0, u( 0) -

g( γ( 0, u( 0) ) , γ( T , u( T) ) ) ) )

其中,

fu = f (·, γ(·, u(·) ) , S1γ(·, u(·) ) ,

S2γ(·, u(·) ) ) +γ(·, u(·) ) ,

fv = f (·, γ(·, v(·) ) , S1γ(·, v(·) ) ,

S2γ(·, v (·) ) ) +γ(·, v (·) )

则 ( Qλ) 等价于抽象方程 L ( u, v) =λNi( u, v ) , ( u,

v ) ∈ E
1
, λ∈ [ 0, 1] 。

其中, i:E
1
※E 紧嵌入算子。易证 L 是连续的, 一对

一且到上的 。事实上,方程

u′( t ) +u( t) =σ
1
( t ) , a.e.t ∈ J 1

其中, σ1 ∈ L
1
( J 1 ) , 在初值条件 u( 0) =B( B ∈ R)

下有惟一解

u ∈ W
1, 1
( J 1 ) ,

u( t ) =exp(-t ) · B +∫
t

0
exp( s) σ1 ( s) ds

从而方程

v′( t ) +v( t ) =σ2 ( t) ,

a.e.t ∈ J 2 , σ2 ∈ L
1
( J 2 )

在条件 v( t 1 ) =A -u( t1 ) ( A ∈ R) 下有惟一解

v ( t ) =exp(-t ) ·{A -u( t1 ) +∫
t

0
exp( s ) σ2 ( s ) ds}
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其中, u( t 1 ) =exp(-t 1 ) ·{B +∫
t
1

0
exp( s) σ1 ( s ) ds}。

由开映象定理, L 存在连续的逆算子L
-1
,这样, ( Qλ)

又等价于不动点方程

( u, v) =λL
-1
Ni( u, v ) ∶=λH( u, v ) ,

λ∈ [ 0, 1] , ( u, v ) ∈ E
1

( 10)

因 N 是连续的,故 H :E
1
※E

1
是紧算子。下面只需

验证方程( 10) 的所有可能解在 E
1
中有不依赖于 λ

的先验界就够了 。事实上, 若对某个 λ∈ [ 0, 1, ] , uλ

是方程( 10) 所对应的解。因

α≤γ( t , u( t ) ) ≤β( t ) ,  t ∈ J

故存在常数 C1 >0,使

|γ( t , u( t ) ) |≤C1 ,  t ∈ J

另外 f 满足 Caratheodory 条件, S 1 , S 2是有界线性算

子,因此存在 δ∈ L
1
( J ) ,使

|f ( t , γ, S1γ, S2γ) |≤δ( t ) , a.e.t ∈ J

这样,

‖u′+u ‖W
1, 1

( J
1
) ≤ ‖δ‖L

1
( J

1
) +t 1C1 ,

‖v′+v‖W
1, 1

( J
2
) ≤‖δ‖L

1
( J

2
) +( T -t1 ) C1

从而存在常数 C2 >0, C 3 >0,使

‖ u ‖W
1, 1

( J
1
) ≤C2

‖v‖W
1, 1

( J
2
) ≤C 3

所以

‖u ‖W
1, 1

( J
1
) +‖v ‖W

1, 1
( J

2
) ≤C2 +C3∶=C

C是与λ无关的常数 。由Schaefer原理
[ 6]

, ( Qλ) 至少

存在一个解 u ∈ W
1,1
( J ) 。

定理 2　设 α, β是问题( P) 的下 、上解, β ≤α。

若 I j∶R ※R( j =1, 2, …, p) 非降, g( x , y) 在( x, y )

∈ [ β( 0) , α( 0) ] ×[ β( T ) , α( T ) ] 连续, 且对 x ∈

[ β( 0) , α( 0) ] , g 非降 。则问题( P) 至少存在一个解

u ∈ [ β, α] ∶=

{u:J ※R β( t) ≤u( t) ≤α( t ) ,

 t ∈ J}

　　证明　类似于定理 1的证明, 这里省略。

2　结果的应用

下面利用所得结果讨论积分微分方程周期边值

问题 ( TP) 解的存在性。设 A ={t k}
p+1
k=0是 J 的一个

点集:

0 = t 0 < t1 <… < tp < tp+1 = T

令

ΨA ={u:J ※R:u ( t
k
, t

k+1
) ∈ W

1, 1
( t
k
, t

k+1
) ,

k =0, 1, …, p,

u( 0
+
) =u( 0) , u( t

-
k ) =u( t k ) ,

k =1, 2, …, p +1}

ΨA 在范数 ‖u ‖ Ψ
A
= ∑

p

k=0
‖ u ‖W1, 1( t

k
, t
k+1

) 下是

Banach空间 。

定义2　函数 α:J ※R是( TP)的下解是指存在

J 的一个点集A ={tk}
p+1
k=0使得 α∈ ΨA , 且满足

α′( t ) ≤ f ( t , α( t ) , ( S 1α) ( t ) , ( S2α) ( t ) ) ,

a.e.t ∈ J , t ≠ tk , k =0, 1, …, p +1

α( t
+
k ) ≤α( tk ) , k =1, 2, …, p, α( 0) ≤( T) )

上解 β的定义只需将上面的诸不等式反向 。

设 α, β是(TP) 的下 、上解, α∈ ΨA
1
, β ∈ ΨA

2
。

取 A =A1 ∪ A2 , 则α, β ∈ ΨA 。即下解 α和上解β有

一个共同的点集 A  J ,使 α, β ∈ ΨA 。

讨论下面的脉冲方程周期边值问题 ( IP) :

u′( t ) = f ( t , u( t ) , S 1 u, S 2 u)

a.e.t ∈ J , t ≠ tj , j =0, 1, 2, …, p +1

u( t
+
j ) =u( tj ) +φj ( u( tj ) ) , 　j =1, 2, …, p

u( 0) =u( T )

其中, φj :R ※R, j=1, 2, …, p 。显然,若 φj ( u) =0,

 u ∈ R, j =1, 2, …, p,则( IP) 等价于( TP) 。令

Ij ( u) =u +φj ( u) , u ∈ R, j =1, 2, …, p

显然 I j ( j =1, 2, …, p) 是非降函数 。根据定理 1,若

α, β是问题( TP) 按定义2给出的下 、上解,且α≤β,

则问题( TP) 至少存在一个解 u ∈ [ α, β] 。显然, u是

绝对连续的,即有下面的结论。

定理3　若 α, β ∈ ΨA 是问题( TP) 按定义 2给

出的下 、上解,且 α≤ β, 则问题( TP) 至少存在一个

解 u ∈ [ α, β] 。

由定理 2, 同样有下面结果 。

定理4　若 α, β ∈ ΨA 是问题( TP) 按定义 2给

出的下 、上解,且 β ≤α, 则问题( TP) 至少存在一个

解 u ∈ [ β, α] 。

注　在传统的上下解方法中, 要找到上解和下

解并不容易, 通常限制我们寻找常数或线性函数作

为上解或下解。定义 2则突破了这一点, 为找出上

解和下解提供了更广泛的信息。

例　在周期边值 u( 0) = u( 2π) 条件下讨论方

程

u′( t ) =-( u( t ) )
2
-7πu( t ) +cos t -sin t +

∫
t

0
sin ( t -s ) u( s ) ds +∫

2π

0
cos ( t -s) u( s) ds ,

t ∈ [ 0, 2π]

解的存在性 。
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　　设

f ( t , u, S1 u, S2 u) ∶=F( t , u) =

-( u( t ) )
2
-7πu( t ) +cos t -sin t +

∫
t

0
sin ( t -s) u( s) ds +∫

2π

0
cos ( t -s ) u( s ) ds,

t ∈ [ 0, 2π]

容易验证, β ( t ) =
π
4 , t ∈ [ 0, 2π] 是它的传统常数

上解 。可以验证不存在非负常数 k ,使得 α( t ) =k , t

∈ [ 0, 2π] , 是它的下解。事实上如果 α( t) = k 是下

解,则 F( t, k ) ≥0, t ∈ [ 0, 2π] 。但是, F(π 4, k ) =-

k
2
-( 7π-1) k -k 2 2 <0。这说明无法利用传统

的方法得到常数下解 。若令

α( t ) =
0, 0 ≤ t ≤

π
4
,

t -2π, π
4
< t ≤2π

易验证它为下解, 因此由定理 3, 该边值问题至少

存在一个解 u ∈ [ α, β] , 且在[ 0,
π
4
] 上, u ≥0。
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