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摘　要:就一些K 凸性的等价条件作出了讨论, 证明了几种 K 凸性在某种条件下是等价的, 如当空间 X 是自

反的且X 和X ＊均有 ( H) 性质时, 则有 7种 K 凸性等价, 当空间 X 自反且有 ( H) 性质, 则有 6种 K 凸性等价。
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1　引言和定义

随着 Banach空间K凸性理论研究的发展, 许多K凸性得到了深入的研究, 各种 K凸性都有其自身独

特的性质, 在一般 Banach空间中, 各种K凸性是不等价的, 它们在什么条件下等价呢 ? 本文就这个问题

作研究, 并得到一些结果 。

本文所涉及的空间 X 为实 Banach空间, X
＊
是 Banach空间 X 的共轭空间, 采用以下符号:

S( X ) ={x:x ∈ X , ‖ x‖ =1}, 　S ( X
＊

) ={x
＊
:x
＊
∈ X

＊
, ‖ x

＊
‖ =1}, d ( x, A) = inf

y ∈ A
‖x -y ‖ ,

Sx ={f:f ∈ S( X
＊

) , f ( x) =1 =‖ x‖}, Af ={x :x ∈ S( X) , f ( x) =1 =‖ f ‖}

　　对任意的 x1 , x2 , …, xK+1 ∈ S( X ) , 记

A( x1 , x2 , …, xK+1 ) =sup

1 1 … 1

f 1 ( x1 ) f 1 ( x 2 ) … f1 ( xK+1 )

… … … …

fK ( x1 ) fK ( x2 ) … f1 ( xK+1 )

f 1 , f2 , f3 , …, fK ∈ S( X
＊

)

　　定义1
[ 1]
　若对任意 x1 , x2 , …, xK+1 ∈ X ,当 ‖∑

K+1

i=1

xi ‖ =∑
K+1

i=1

‖xi ‖时, x1 , x2 , …, xK+1线性相关,则称X

为K_严格凸空间。

定义 2
[ 2]
　X 为 K_严格凸空间且对  x ∈ S( X ) 当{xn} S ( X ) 及某个 f ∈ S x , f ( xn ) ※1( n ※∞) 时,

{xn}为相对紧集, 则称 X 为K_强凸空间。

定义 3
[ 2]
　对  x ∈ S( X ) ,{x

( i)
n } S ( X ) , 　i =1, 2, …, K

当 ‖x +x
( 1)
n +…+x

( K)
n ‖ ※K +1( n ※∞) 时,有 A( x , x

( 1)
n , …, x

( K )
n ) ※0( n ※∞) ,则称 X 为局部K_一

致凸空间 。

　　定义 4
[ 2]
　  ε>0, x ∈ S ( X ) ,  δ≡δ( x, ε)

使得当 x1 , …xK+1 ∈ S ( X ) , ‖ x -
x1 +…+xK+1

K +1
‖ <δ时, 有 A( x1 , …, xK+1 ) <ε,则称 X 为中点局部K_一

致凸空间 。

定义 5
[ 3]

 f ∈ S ( X
＊

) ,{x
( i)
n } S ( X) ( i =1, 2, …, K +1)

当 f ( x
( i)
n ) ※1( n ※∞) ( i =1, 2, …, K +1) 时,

A( x
(1)
n , x

( 2)
n , …x

( K+1)
n ) ※0, 　n ※∞

则称 X 为K_极凸空间。

定义6　X 为K_严格凸空间且对  x ∈ S ( X ) ,{xn} S ( X ) 及某个 f ∈ Sx , f ( xn ) ※1( n ※∞) 时,{xn}
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为相对弱紧集, 则称 X 为K_很凸空间。

定义 7  ε>0, x =S ( X) , f1 , f2 , …fK ∈ S ( X
＊

) ,  δ≡δ(ε, x, f 1 , …, fK )

使当 xi ∈ S ( X) ( i =1, 2, …, K +1) , ‖x -
x1 +…+xK+1

K +1
‖ <δ时, 有

1 1 … 1

f1 ( x1 ) f 1 ( x2 ) … f 1 ( xK+1 )

… … … …

fK ( x1 ) fK ( x2 ) … fK ( xK+1 )

<ε

则称 X 为弱中点局部 K_一致凸空间 (这里‖·‖表示行列式的绝对值) 。

其它概念和符号可见文 [ 4] 或 [ 5] , 对K_很凸空间和弱中点局部 K_一致凸空间, 它们是已有的很凸

空间和弱中点局部一致凸空间的自然推广, 对它们的研究已在另文中给出 。

2　主要结论和证明

定理 1　X 为K_强凸空间的充要条件为 X 是 K_很凸且有 ( H) 性质。

推论 1　若 X 具有 ( H) 性, 则 K_强凸空间与K_很凸空间等价 。

定理 2　X 为自反的K_严格凸空间, 则 X 为K_很凸空间 。

定理 3　X 为弱中点局部K一致凸空间, 则 X 为K_严格凸空间。

定理 4　X 为 K_很凸空间, 则 X 为弱中点局部 K一致凸空间 。

证明　由于 X 为K_很凸空间, 因此对任意

ε>0, x ∈ S ( X) , f ∈ Sx , f 1 , f 2 , f3 …, fK ∈ S( X
＊

)

存在 δ≡δ( f , x, ε, f1 , f 2 , f 3 , …, fK ) >0

使得 x1 , x2 , …, xK ∈ S( X ) ,且

f ( x +x1 +…+xK ) >( K +1) -K ( K +1) δ

时, 有

1 1 … 1

f1 ( x) f 1 ( x1 ) … f1 ( xK )

… … … …

fK ( x) fK ( x1 ) … fK ( xK )

<( K +1)
-1
ε ( 1)

　　设 x1 , x2 , …, xk+1 满足 x -( K +1)
-1

( x1 +x2 +…+xk+1 ) <δ

则 1 -( K +1)
-1
f ( x1 +x2 +…+xk+1 ) = f ( x -( K +1)

-1
( x1 +x2 +…+xk+1 ) )

≤ x -( K +1)
-1

( x1 +x2 +…+xk+1 ) <δ

故 f ( x1 +x2 +…+xk+1 ) >( K +1) -( K +1) δ,

从而 K +f ( xi ) ≥ f ( x1 +x2 +…+xK+1 ) > ( K +1) -( K +1) δ

即 f ( xi ) ≥1-( K +1) δ　　( i =1, 2, …, K +1)

因此

f ( x +x1 +x2 +…+xi-1 +…+xK+1 ) >1+K [ 1-( K +1) δ] =K +1-K ( K +1) δ

由( 1) 知对每个 i( 1 ≤ i ≤K +1) ,有

1 1 … 1 1 1 … 1

f1 ( x) f 1 ( x1 ) … f 1 ( xi-1 ) f 1 ( xi+1 ) f 1 ( xi+2 ) … f 1 ( xK+1 )

… … … … … … … …

fK ( x ) fK ( x1 ) … fK ( xi-1 ) fK ( xi+1 ) fK ( xi+2 ) … fK ( xK+1 )

≤( K +1)
-1
ε ( 2)

令 D =

1 1 … 1

f 1 ( x1 ) f1 ( x2 ) … f 1 ( xK+1 )

… … … …

fK ( x1 ) fK ( x2 ) … fK ( xK+1 )
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　　不妨设 D≠0, 否则证明显然成立 。　　

Di =

1 1 … 1 1 1 … 1

f 1 ( x1 ) f 1 ( x2 ) … f 1 ( xi-1 ) f 1 ( x ) f 1 ( xi+1 ) … f1 ( xK+1 )

… … … … … … … …

fK ( x 1 ) fK ( x2 ) … fK ( xi-1 ) fK ( x) fK ( xi+1 ) … fK ( xK+1 )

, 　i =1, 2, …, K +1

　　由常规计算和 ( 2) 式可知|D |= ∑
K+1

i=1

Di ≤∑
K+1

i=1

Di <ε,即

1 1 … 1

f1 ( x1 ) f 1 ( x2 ) … f 1 ( xK+1 )

… … … …

fK ( x1 ) fK ( x2 ) … fK ( xK+1 )

<ε

　　所以由定义知 X 为弱中点局部 K_一致凸空间 。

推论 2　若 Banach空间 X 是自反的, 则下列性质等价:①K_严格凸空间;②K_很凸空间;③弱中点局

部K_一致凸空间。

定理 5　设 X 是自反的Banach空间, 且有 ( H) 性质, 则以下命题等价:①X 是K_强凸空间;②X 是

K_很凸空间;③X 是 K_极凸空间;④X 是 K_严格凸空间;⑤X 是中点局部 K_一致凸空间;⑥X 是弱中点

局部 K_一致凸空间 。

定理 6　设 X 是自反的 Banach空间, 且 X 和X
＊
均有 ( H) 性质, 则以下命题等价:①X 是 K_强凸空

间;②X 是K_很凸空间;③X 是K_极凸空间;④X 是 K_严格凸空间;⑤X 是中点局部K_一致凸空间;⑥

X 是弱中点局部K_一致凸空间;⑦X 是局部K_一致凸空间。

由以下定理 7和各K凸性关系可知以上定理 6成立 。

定理 7　X 是自反的Banach空间, 且 X
＊
有 ( H) 性质, 则 X 是局部K_一致凸空间的充要条件为 X 具

有 ( H) 性质且是K_严格凸空间。

证明　 ( 1) 必要性。由文[ 3]中论述知局部 K_一致凸空间必为 K_强凸空间, 而 K_强凸空间有 ( H)

性质且必为K_严格凸空间。

( 2) 充分性 。用反证法, 若不然, 存在 x ∈ S ( X) 和 S( X ) 中的 K 个序列{x
n
1},{x

n
2}, …,{x

n
K},使

‖ x +x
n

1 +…+x
n

K ‖ ※K +1, 　n ※ ∞

　　但 A( x, x
n

1 +…+x
n

K ) 不收敛于0( n ※∞) ,因此存在ε>0及{n}的子列,不妨仍记为是{n},则对一切

n 有 A( x, x
n

1 , …, x
n

K ) ≥ε ( 3)

由假设和 Hahn_Banach定理可知, 存在 f
n
∈ S ( X

＊
) ,使得

f
n
( x +x

n
1 +…+x

n
K ) =‖ x +x

n
1 +…+x

n
K ‖。

由 |f
n
( x) |≤1, |f

n
( x

n
1 ) |≤1, …, |f

n
( x

n
K ) |≤1,

及 f
n
( x +x

n
1 +…+x

n
K ) =‖ x +x

n
1 +…+x

n
K ‖ ※K +1　( n ※ ∞) ,

可知 f
n

( x) ※1( n ※∞) , f
n

( x
n

1 ) ※1( n ※∞) , …, f
n

( x
n

K ) ※1( n ※∞) 。

　　由于 X 是自反的,所以 X
＊
也是自反的, 所以 U( X

＊
) 是弱自列紧集,故存在{f

n
j} {f

n
}和 f ∈ U( X

＊
)

使 f
n
j

w
f ,再由 f

n
( x) ※1( n ※∞) 可知 f ( x) =1,因此 ‖ f ‖ =1,又 X

＊
具有( H) 性质,故 f

n
j ※ f ,又

f ( x
n
j
i ) -1 = ( f -f

n
j +f

n
j ) ( x

n
j
i ) -1 = ( f -f

n
j ) ( x

n
j
i ) +f

n
j ( x

n
j
i ) -1 ≤

f -f
n
j · x

n
j
i + f

n
j ( x

n
j
i ) -1 ※0( j ※∞) , ( i =1, 2, …, K )

所以 f( x
n
j
i ) ※1( j ※∞) , i =1, 2, …, K 。

　　因为 X 是自反的,所以{x
n
j

1},{x
n
j

2}, …,{x
n
j
K},都有弱收敛子列,并且 xi ∈ U( X) ,不妨记为

x
m
i

w
xi ( m ※∞) , i =1, 2, …, K

又 f ( x
n
j
i ) ※1( j ※ ∞) , i =1, 2, …, K

所以 f ( xi ) =1, i =1, 2, …, K

又 xi ∈ U( X) ,易知 ‖ xj ‖ =1,再由 X 具有 ( H) 性质可知
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x
m

i ※ xi ( m ※∞) ( i =1, 2, …, K )

所以 x +x
m

1 +x
m

2 +…+x
m

K ※ x +x1 +x2 +…+xK 　　( m ※∞)

易知 x +x
m

1 +x
m

2 +…+x
m

K ※ x +x1 +x 2 +…+xK 　　( m ※∞)

又因为 x +x
n
1 +x

n
2 +…x

n
K ※K +1,

所以 x +x1 +x2 +…+xK =K +1

即 x +x1 +x2 +…+xK = ‖x‖ +∑
K

i=1

xi =K +1。

　　由式 ( 1) 和 A( x , x1 , x2 , …, xK ) 的连续性, 有

lim
m※∞

A( x , x
m
1 , x

m
2 , …, x

m
K ) =A( x , x1 , x2 , …, xK ) ≥ε>0 ( 4)

　　由 X 的 K_严格凸性知 x, x1 , x2 , …, xK 线性相关, 即存在不全为 0的 a0 , a1 , …, aK ,使得

a0 x +a1 x1 +…+aKxK =0 ( 5)

不妨设 a0 ≠0,下证 x 必属于 x1 , …, xK 生成的仿射子空间[ x1 , …, xK ] , 从而 x 与[ x1 , …, xK ] 的距离 d ( x,

[ x1 , …, xK ] ) =0。

事实上,由于
x +x1 +…+xK

K +1
=1,因此由Hahn_Banach定理可知存在 f ∈ S( X

＊
)

使得 f
x +x1 +…+xK

K +1
=1, 即

f ( x ) +f ( x1 ) +…+f ( xK ) =K +1

又因为 f ( xi ) ≤ xi =1, ( i =1, 2, …, K ) , 　 f ( x) ≤ x =1

所以 f ( x) = f ( x1 ) =… = f( xK ) =1

由 ( 5) 式可得 a0 +a1 +…+aK = f ( a0 x +a1 x1 +…aKxK ) =0

因此 x =
-a1

a0
x1 +…+

-aK
a0

xK , 　
-a1

a0
+…+

-aK
a0

=1,

从而 x ∈ [ x1 , …, xK ] 。

在文 [ 6, 7] 中, Bernal, Geremia 和Sullivan已经证明

∏
K

i=1
d i ≤A( x, x1 , …xK ) ≤K

1 2

∏
K

i=1
d i

其中, d1 =d( x , [ x1 , …, xK ] ) , d2 =d( x1 , [ x2 , …, xK ] ) , …, dK = xK-1 -xK 。

　　前面已证 d1 =d( x, [ x1 , …, xK ] ) =0,所以 A( x , x1 , …, xK ) =0,但这与( 4) 式矛盾,因此 X 是局部K_

一致凸的 。

致谢:感谢林伟教授对本文的有益建议。
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　　设

f ( t , u, S1 u, S2 u) ∶=F( t , u) =

-( u( t ) )
2
-7πu( t ) +cos t -sin t +

∫
t

0
sin ( t -s) u( s) ds +∫

2π

0
cos ( t -s ) u( s ) ds,

t ∈ [ 0, 2π]

容易验证, β ( t ) =
π
4 , t ∈ [ 0, 2π] 是它的传统常数

上解 。可以验证不存在非负常数 k ,使得 α( t ) =k , t

∈ [ 0, 2π] , 是它的下解。事实上如果 α( t) = k 是下

解,则 F( t, k ) ≥0, t ∈ [ 0, 2π] 。但是, F(π 4, k ) =-

k
2
-( 7π-1) k -k 2 2 <0。这说明无法利用传统

的方法得到常数下解 。若令

α( t ) =
0, 0 ≤ t ≤

π
4

,

t -2π, π
4
< t ≤2π

易验证它为下解, 因此由定理 3, 该边值问题至少

存在一个解 u ∈ [ α, β] , 且在[ 0,
π
4
] 上, u ≥0。
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Boundary Value Problem for First Order Impulsive

Integral_Differential Equations
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Abstract:The paper is concerned with the existence of solutions to first order impulsive integral differential epuations

with nonlinear boundary value conditions, which follows the existence of solutions to period boundary value problem of

first order integral differential equations as an application using the method of upper and lower solutions which differs from

the classical one.Moreover an example shows that the classical method does not work.

Key words:upper solution;lower solution;Caratheodory condition;impulsive equation;compact operator
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Abstract:The equivalence conditions for some K_convexities are explored, and obtain some conditions on which some

K_convexities are equivalent to each other are obtained.For example, there are seven K_ convexities equivalent to each

other if Banach space X is reflexive and X, X
＊

both possess (H) property respectively .If X is a reflexive space and

has ( H) property, then there are six K_convexities equivalent to each other.

Key words:K_very convex;K_strongly convex;weak local mid_point K_uniformly convex;K_extremely convex;K_

strictly convex
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