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摘　要:首先得到一个推广 Simons 型积分不等式, 然后用它给出共形平坦黎曼流形中紧致极小子流形的一个拼

挤定理, 推广了 Li的已有结果。
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1　引　言

Li
[ 1]
证明了

定理A　设 M
n
是单位球面S

n+p
( 1) ( p ≥2)

中紧致极小子流形, 如果 M
n

的第二基本形式的模

长平方S 满足S ≤
2
3
n在M

n
上处处成立, 则M

n
或

为全测地的, 或为 S
4
中 Veronese 曲面 。

本文定义一组常数

D( n, p) =
2n

n +p -2

E( n, p) =
pn( n -1) ( 2n -1)
2( n +p -2)

2

α( n, p) =E ( n, p)
1 2

β( n, p) =
2
3

D( n, p) +E( n , p)
1 2

δ( n, p) =
2n

( n +p -1) 2D( n, p) +5E( n, p)
1 2 -1

　　本文首先获得一个推广的 Simons不等式 (引

理1) , 然后用它给出如下定理。

定理 1　设 N
n+p
是( n =p) 维( p ≥2) 单连通

共形平坦黎曼流形, Tc 和tc 分别是N的Ricci曲率的

上确界和下确界 。如果 Tc -tc ≤δ( n, p) Tc 并且存

在N 的一个 n 维紧致极小子流形M ,其第二基本形

式模长平方 S 满足

α( n, p) ( Tc -tc ) ≤S ≤

2n
3( n +p -1)

Tc -β( n , p) ( Tc -tc )

则 N 必为空间形式, 并且 M 或是全测地的, 或是

S
4
中Veronese曲面。

注　当 N
n+p
( 1) 时, Tc = tc =n +p-1,定理1

的条件成为 S ≤
2
3
n, 故定理 1推广了定理 A。

2　准　备

设 M
n
是( n +p) 维黎曼流形 N

n+p
中 n维浸入

子流形,约定指标范围为

1 ≤A, B, C, … ≤n +p, 　1 ≤ i, j , k , … ≤n

n +1 ≤α, β , γ, … ≤n +p

取 N 的幺正局部标架场{eA}使之限制于 M 时有

{ei}切于M 。令{ωA}是{eA}的对偶标架场,{ωAB}是

N的连络 1 -形式,限制于 M 时有
[ 2-4]

ωαi ∑
j

h
α
ijωj , 　h

α
ji =h

α
ij ( 1)

h =∑
αij
h
α
ijωiωjeα, 　ξ=

1
n ∑αi h

α
ijeα ( 2)

R ijkl =Kijkl +∑
α
( h
α
ikh
α
jl -h

α
ilh
α
jk ) ( 3)

Rαβkl =Kαβkl +∑
i

( h
α
ikh
β
il -h

α
ilh
β
ik ) ( 4)

其中, h, ξ, Rαβkl , R ijkl分别是M 的第二基本形

式, M 的平均曲率向量, M 的法曲率张量和M 的

曲率张量, KABCD是N 的曲率张量 。若 N
n+p
是共形

平坦的, 则
[ 5]

KABCD =
1

n +p -2
·

[ δACKBD -δADKBC +KACδBD -KADδBC -

K
n +p -1

(δACδBD -δADδBC ) ] ( 5)

KAB =∑
C

KACBC , 　K =∑
A

KAA

定义
[ 2 ～ 4]

S =‖h ‖
2
, H =‖ξ‖, Aα= ( h

α
ij ) n×n ( 6)

若 H=0在M 上成立, 则 M称为极小的 。
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定义 h
α
ij的协变导数h

α
ijk和h

α
ijkl如下

[ 2, 3]

∑
k

h
α
ijkωk =dh

α
ij +∑

s

h
α
sjωis +∑

s

h
α
isωjs +∑

β
h
β
ijωαβ

∑
l

h
α
ijklωl =dh

α
ijk +∑

s

h
α
sjkωis +

∑
s

h
α
iskωsj +∑

s

h
α
ijsωsk +∑

β
h
β
ijkωαβ

则有 h
α
ijkl -h

α
ikj =-Kαijk ( 7)

h
α
ijkl -h

α
ijlk =

∑
s

h
α
sjRsikl +∑

s

h
α
isRsjkl +∑

β
h
β
ijRβαkl ( 8)

将Kαijk 看作T
⊥
( M)  T

＊
( M)  T

＊
 T

＊
( M) 的

截面,定义其协变导数 Kαijkl 如下
[ 2, 3]

∑
l

Kαijklωl =dKαijk +∑
s

Kαsjikωis +

∑
s

Kαiskωjs +∑
s

Kαijsωks +∑
β
K βijkωαβ

h
α
ij的 Laplacian定义为

[ 2, 3]

Δh
α
ij =∑

k

h
α
ijkk

参照文献 [ 2] [ 3] 的计算, 由 ( 7) , ( 8) 两式并

注意 M是极小的, 有

1
2
ΔS =A +B +C ( 9)

其中 (以下 tr表示对矩阵求迹)

A =-∑
αβ
tr ( AβAα-AαAβ ) ( AαAβ -AβAα) -

∑
αβ

tr( AαAβ )

B =∑
ijkmα

( h
α
mjh

α
ijKmkik +h

α
mkh

α
ijKmijk ) +∑

ijkαβ
( h
α
ijh
β
kiKαβkj

C =∑
ijkα
( h

α
ijk )

2
-∑

ijkα
( h
α
ijKαkikj +h

α
ijKαijkk )

此外, 由文献 [ 1] , [ 2] , 当 p≥2时

A ≥-
3
2
S
2

( 10)

又若 N
n+p
是共形平坦的, Tc和t c分别是N

n+p
的 Ricci

曲率的上 、下确界, 则

Kαi =S
N
( eα, ei ) =

S
N eα+ei

2
,
eα+ei

2
-
1
2
S
N
( ei , ei ) -

1
2
S
N
( eα, eα)

从而

-( Tc -tc ) ≤Kαi ≤( Tc -tc ) ( 11)

其中, S
N
是N的 Ricci曲率张量。

3　定理 1的证明

引理 1　 (推广的 Simons不等式) 设 M
n
是( n

+p) 维共形平坦黎曼流形 N
n+p
( p ≥2) 中 n维紧致

极小子流形, Tc 和tc 分别表示N的 Ricci曲率的上确

界和下确界, 则

∫M
nTc

n +p -1
S -

3
2
S
2
-

D( n, p) ( Tc -t c) S -E( n, p) ( Tc -tc )
2
}≤0

其中常数 D( n, p) , E ( n, p) 如本文引言所定义。

证明　先给出 ( 9) 式中 B 的一个下界。因 N

是共形平坦的, 由 ( 5) 有

Kαβkj =0　　(  α, β, k , j )

对固定的 α,取{ei}使( h
α
ij ) 对角化, 即

h
α
ij =λ

α
iδij 　　(  i , j )

于是,

∑
ijkm

h
α
mjh

α
ijKmkik +∑

ijkm

h
α
mkh

α
ijKmijk +∑

ijkβ
h
α
ijh
β
kiKαβkj =

∑
ik

(λ
α
i )

2
K ikik +∑

ik

λ
α
iλ
α
k ) K kiik =

1
2 ∑i, k ( λ

α
i -λ

α
k )

2
Kikik =

1
2 ∑i, k

1
n +p -2

( Kkk +K ii ) -
K

n +p -1 ( λ
α
i -λ

α
k )

2
≥

n
n +p -2

2t c -
n +p

n +p -1
Tc trA

2
α

从而

B ≥
nTc

n +p -1
S - 2n

n +p -2
( Tc -tc ) S

即

B ≥
nTc

n +p -1
S -D ( n, p) ( Tc -tc ) S ( 12)

再估计 ( 9) 中的 C。参照文献 [ 2] , [ 3] 有

C =∑
ijkα
( h

α
ijk )

2
+∑

ijkα
( h

α
ikkKαjij +h

α
ijkKαijk ) -div ω

( 13)

其中 ω=∑
ijkα
( h

α
ikKαjij +h

α
ijKαijk ) ωk

div ω=∑
ijkα
 k ( h

α
ikKαjij +h

α
ijKαijk )

因 M 是极小的, 故

∑
i

h
α
iij =0, 　　 j, α ( 14)

由式 ( 5) , ( 7) , ( 11) 和 ( 14) 得

∑
ijkα
h
α
ikkKαjij =∑

ijkα
( h
α
kki -Kαkik ) Kαjij =

-∑
iα
∑
j( ≠i)

Kαjij
2

=-
( n -1)

2

( n +p -2)
2 ∑

iα
( Kαi )

2
≥

-
pn( n -1)

2

( n +p -2)
2 ( Tc -t c)

2
( 15)

另一方面, 注意 Kαijk =0( i , j, k 互异) 有

∑
ijkα
( h
α
ijk )

2
+∑

ijkα
h
α
ijkKαijk ≥-

1
4 ∑ijkα( Kαijk )

2
≥

-
1
4 ∑α ∑i, j, k互异( Kαijk )

2
=-

1
2 ∑α ∑i≠j

( Kαijk )
2
=

-
1
2 ∑α ∑i≠j

1
( n +p -2)

2 ( Kαj )
2
≥
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-
pn( n -1)

2( n +p -2)
2 ( Tc -tc )

2
( 16)

由式 ( 13) , ( 15) , ( 16) 有

C ≥-
pn( n -1) ( 2n -1)
2( n +p -2)

2 ( Tc -tc )
2
-div ω

即

C ≥-E( n , p) ( Tc -tc )
2
-div ω ( 17)

由Green散度定理, 从 ( 17) 得

∫MC ≥-
pn( n -1) ( 2n -1)
2( n +p -2)

2 ∫M ( Tc -tc )
2
,

即

∫MC ≥-E( n, p)∫M ( Tc -tc )
2

( 18)

现在, 对 ( 9) 式两边积分, 由 ( 10) , ( 12) , ( 18)

有

∫M
nTc

n +p -1
S -

3
2
S
2
-D( n, p) ( Tc -tc ) S -

E( n , p) ( Tc -t c )
2
}≤0 ( 19)

这就证明了引理 1。

　　定理 1的证明　定理 1的条件

Tc -tc ≤δ( n, p) Tc

保证了

α( n, p) ( Tc -tc ) ≤

2n
3( n +p -1)

Tc -β( n , p) ( Tc -tc )

另外易知, 当定理 1的假设

α( n, p) ( Tc -t c ) ≤S ≤
2n

3( n +p -1)
Tc -

β( n, p) ( Tc -t c ) ( 20)

满足时, 必有

nTc

n +p -1
S -

3
2
S
2
-D( n, p) ( Tc -tc ) S -

E( n, p) ( Tc -t c ) ≥0 ( 21)

因此, 在条件 ( 20) 下, ( 19) , ( 21) 均取等号。

这表明 Tc =tc ,从而N
n+p
事实上是截曲率为某个常

数 c的常曲率流形 。注意N是单连通的, N必为空间

形式 S
n+p
( c) 。此时( 21) 归结为

ncS -
3
2 S

2
=0

从而, 在M 上有

S ≡0　或 　S ≡
2
3 nc

直接由 [ 1] 或 [ 4] 知, M 或是全测地的, 或是 S
4

中 Veronese曲面。
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A Pinching Theorem for Submanifolds of Conformally Flat Riemannian Manifolds

WANG Qi

( Department of Mathematics, Zhejiang University, Hangzhou 310028, China)

Abstract:The author first works out a generalized Simons inequality, then proves a pinching theorem of minimal

submanifolds to the ambient Ricmannian manifolds by using the generalized inequality.
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