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小波空间的不规则采样
`

罗 世 平
(中山 大学数学系

,

广东 广州 51 位7 5 )

摘 要
: 探讨了小波空间的不规则采样问题

,

证明了当采样集满足适当的采样条件和小波空间的尺度函数满足

某些条件时
,

对于小波空间的函数
,

可以由它的采样值稳定和惟一地重建
。
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1 问题的背景及引理

数字信号处理总是通过对模拟信号进行采样而

转换成数字信号
,

然后再进行数字信号处理
。

这样

就产生了 2 个问题
,

一是采样值 {f( xj )
,

j 任 z } 是

否能够重建信号
,

二是如何重建信号
。

为了从采样

值稳定而且惟一地重建信号
,

采样值 1f( xj )
,

j e

Z }应该满足 [’ j

A {If !}
’ 、 名 {f( xj ) }

’ 、 B I}f {}
’

( 1 )
j任 Z

其中
,

A
,

B 是与 f(
二
) 无关的正的常数

。

近几年来
,

不规则采样间题受到广泛关注
,

2仪” 年
,

月山议山i 与 G似h e n i g 在文 〔2 〕 中证明了

对于样条小波空间
,

当 {xj
,

j 任 z }满足一定的条

件时
,

采样值 {f( 为 )
,

j 任 z }使 l( ) 式成立
。

对于

一般的小波空间
,

若 甲(
二
) 具有适当的光滑性与衰

减性时
,

2印 2 年
,

Che n
等证明了当 风满足适当的

条件时
,

采样值 {f ( 无 + a `
)

,

k 任 Z }使 ( 1 ) 式成

立
。

若一列子空间 {巧
,

j e z } 以及尺度函数扒
二
)

构 成 一 个 多 尺 度 分 析
,

则 空 间 V0 =

{习
e啤 (

x 一 * )
,

习 }
e *

l
’ < + 二

}
。

下 面证 明对
k〔 Z 无e Z

于空间 V0 中的函数
,

若采样集满足适当的条件时
,

f(
:
) 能够由其采样值稳定而且惟一地重建

。

首先

介绍 2个引理
。

引理 z [4 ] (私 rt in罗 :
不等式 )

( l ) 设 f(
二
)

,

f (
x
) 任 乙,

(
a ,

6 ) 而且有 f(
a
)

=

0 或 f( b)
= 0

,

则有

( 2 ) 设 f(
二
)

,

f’ (
x
) 任 L ,

(
a ,

6 )
,

并且 f(
a
)

=

f( b) 二 0
,

则有
厂b . , , 、 l , 、

l b 一 a \ 2 f b . , , 、 一, 、

J
a - 一 、 7t , J

a

引理 2 [ , 1 设 甲(
x
)连续可微

,

{沪 (
x 一 n

)
, n e

z }是 V0 的凡sez 基
,

下界为 A
,

并且满足
_ f l \

. 、 , 。

(l) 当
二

~
士 aO 时

,

州
,
)

= “ (石补
万
)以及

*
产

(
:
) 二 o

(石耘
万

)
。

( 2 ) M = s u p .

习 ( 。 + Z k二 )
,

l毋( 。 + Z k二 ) }
’

< + aO
。

对 f(
:
) 任 V0

,

若 f( x) 可微
,

则有

.}: .} 、

抨
!! f .}

空间 V0 中的采样条件

设采样集为 {ix
,

j 任 z }
,

并且存在常数

> 0 使得
:

0 < d 鉴 +xj
I 一 xj ( T < + aO

T > d

( 3 )

设 、 =

望产气xj(
%
) = : rj[

一 1
,

拼
:
)

,

则有

T一2
蕊

yj
一 1

一 yj
一 1

妻 d

xj

T一2
yj 一 xj 蛋

对任意
: 任 R

,

: , (
二
)满足名 : , (

x
)

= l
。

j任 Z

( 4 )

当采样集

{
`

一, (
二
) l

, d: `
典(。

一 。
)
,

{
“
一厂 (

二
)一

, d x

J a
7t J 。

{与
,

j 任 z }满足什么条件时
,

对于 V0 中的函数
,

其

采样值使 ( l) 成立 ? 首先有

定理 1 设采样集为 {xj
,

j 任 z }
,

少哭ix 二 士

,
,

{ ix
,

j 任 z }满足 (3 ) 式
,

甲 (动 满足引理 2 的条

,
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件
,

则对任意 f( x) 〔 V0 有

艺 1f( xj ) 1
’ 、 C llf !!

证 明 任 rj[
一 , ,

泪
,

有 {f( xj ) { 、

{f (
x
)
一
f (为 ) }

十
}f (

:
) }

,

在上式两边取平方
,

得

{f ( xj ) }
’ 辉 2 }f (

x
)
一
f (为 ) {

` 十 2 }f(
二
) }

’

从 芳
一 ,

到 yj 积分
,

有

{之
:

爪̀ xj ’ `
’ d“

丁之
、
, f̀(

·
,
一

f( xj , `
’ `二可之

、

f̀(
·
, ” ` ·

( , ’

4一犷

利用引理 l得

汉 1f( xj ) 1
’ 鉴 2

xj 一 yj
一 l {柔

,
, f “ ” ’ “ `

尖
,

’“
`
”

’

“ `

由采样值 {f( 丙)
,

j 任 z } 重建
。

设 {扒
二 一

n)
, n 任 z 是 V0 的标准正交基

,

这

时其再生核

凡 (户 二

名州
二 一 。

)例 , 一 。
)

n 〔 Z

若 f(
:
) 也能够有采样值 {f( 又, )

,

j 任 z } 重建
,

则

}凡 y( ),j 任 z }也构 成 V0 的框架
。

下 面考虑

{凡 (刃 ,j 任 z }何时构成 V0 的框架
·

定理 3 设 j~ 土 aO 时
,

为 二 口(]’ )
,

凡 二 。 (j )
,

艺 }诃 (
二 + k) }、 C < + a0

,

{凡 ( ; )
,

j 任 z }构成
盖̀ z j

V0 的框架
,

下界为 A
,

上界为 B
,

则存在常数 材 <

择
,

使得当 {、
一 久,

}
、 , 时

,

有

`
4

名
-
下

丫
}f (

x
) }

’ d x +
(注

一 万 , c ,
)习 } cj }

’ 、

j e Z
邝|ō 了

x,ù

2
人产 {

、 }f (
:
) {

, d :

7r J 今
一 1

}习
。 lK, ( , ) l

’ 、 (。 + ,
, c ,

)习 }。 }
’

( 9 )
~

j〔 Z j七 Z

其中
,

艺 }引
’ < + ,

。

卜如尹飞汀勺
十2

去产 {
专 {厂 (

:
) {

, a % 十

兀 J `
! f(

:
) }

’ d :

j〔 Z

证明 利用 {甲 ( y 一
n)

, n 任 z }是 V0 的标准正

交基
,

可以有

}f (
x
) !

Z d男 + ! f(
二
) !

’ d x
( 6 )

两边对 j 求和

`习 {f( 为 ) 1
’ `

j 〔 Z

残 `犷 , 一

系残
`犷’ }

’ 二

cj 习州粉
一 。

)州 y 一 。
)

-

。
〔 艺

cj 习州凡
一 。

) , ( ,
一 。

) }}
’ 二

,

子聂{之
,

,f `
·
, ,

’ d二 ,

聂狡
,

, f(
·
”

’ d
一 名

.
呀 Z
习叭杯 xj

。
) 一 * (* , 一 。

)〕}
’ 、

、ZJ、JZ二了.
一卜ó一ùō,-ll-妇C、,一、/ùe一、2ù任硬,一、̀

.

了、̀
.

J、JZ一̀、/l

11
ù、21任

,日

}}
2 + 2 }If }}

2 感f
护一矛

2

2

(影
· `

) “
f “

’ ` , ,

由此可得定理成立
,

其中 。 = :

黑
+

粤
。

J 汇 A a

1类似证明
,

可得下面的结论
。

定理 2 {朴 j ` z }是采样集
,

卢哭、

与定理

艺名习 { cj } }甲 (为
n 〔 Z j〔 Z 正任 Z

{
。 ,

11沪 (
x ` 一 n

)

夸名名习 }叫 、

~ ” e Z j〔 Z 扭e Z

}甲 (
x ` 一 n

)
一 势 (久

, -

习习习 {扒为 -

一 。
)
一 沪 (几, 一 n

) }
·

一
例 *

, 一
)n 1落

一 。
)
一 甲 (* , 一 n

) }
·

n
) }( { cj !

’ 十
1
。 :

}
’
) 二

。
) 一 势 (礼

一 n
) }

·

。 〔 Z j〔 Z 止任 Z

二 土 aO
{甲 (

二 ` 一 n
) 一 甲 ( *

: 一 n

川 ic }
’ 二

}xj
,

j 〔 z }满足 ( 3) 式
,

若 少(
:
)满足引理 2的条件

,

: 、 7t

孺
,

则对任意 fx( , ` 、 有
艺 } cj }

’

艺 }甲 ( ix
一 n

)
一 甲 (“ , 一 n

)卜
j任 Z n 〔 Z

云 } , (
x J

一 ) 一 , (*
J 一 n

) }
二

卉(卜嘿 ) “ f “
’ `

名 }了( x) ) I
’ 簇 2

M护

幽矛

+

青)
,, , ,,

’
( 8 ,

艺 {引
2

{ xj
一 “ ,

}艺 }*
`

(为

j〔 Z 。 〔 Z

艺 {
x ` 一 “ `

I {*
’

(
x ` 一 “

一 。 干 。 1

( xj 一 , ,川
·

+ 0
2

(
: ` 一 、 `

川 鉴

若 {为
,

j 任 z }满足定理 2 的条件
,

则 }f( xj )
,

j

任 z }使 ( l) 式成立
,

从而 f(
:
) 能够由其采样值稳定

而且惟一地重建
。

设 {又
, ,

j 任 z }是另一个采样集
,

这 2 个采样集之间要满足什么条件
,

才能使函数在

{几,
,

j 任 z 的采样值也满足 ( l) 式
,

从而 f(
二
)也能够

矿口习 {c,1
’

j〔 Z

( 10 )

由 ( 10 ) 式有

!1习
。 凡

`

( , ) l}
’

j任 Z

一
矿口 名 {c,1

’ 、

聂
cj气` , , {}

’

j任 Z

(
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…些平带型 d x `

{厂 (
二

)
一

[ f’ (为)+ 臼探
尹一矿

习
j任 Z

户任
…+ 一 2)!

]…
’ d ·

“
` ’

{厂
` , (

二
)
一

厂
` , ( xj ) {

’
d二 蕊产一7rz

` c ’

聂1ic l
’ ·

}}馨
ic气` , , }}

’
·

(“ ,

根据定理条件可得 ( 9) 式成立
。

定理 2已经证明了采样值何时能够重建函数
,

下面考虑如何由采样值重建函数不
二
)
。

设 {xj
,

j 任

z }为采样集
,

f(
x
) 〔 V0 连续可微

,

f (
x
)

,

f (
x
)

,

…
,

厂
` , (

二
)都存在

,

而且 f (
二
)

,

厂 (
二
)

,

…
,

厂
` 一 , , (

二
)

` V0
,

采样值 f ( xj )
,

f’ ( xj )
,

…
,

厂
k) ( xj )

,

j 任 z

已知
,

设 1}厂“ ` ’ 1}
’ 续 {军骂)

\ A丫 I

M产

臼探名邢+kl

A矿
{}fl }刹

。〔八
·
) ]

二

习 :
!八

、 )琪丛架
一

竺2
十

:
j七 Z 三 .

… +

理丛典二业 1 ( 12 )

凡 三

尸 : 扩 ( )R , V0 是正交投影算子
。

则有下面的快速

重建算法
。

定理 4 设采样集 {xj
,

j 〔 z }满足定理 2 的条

件
,

则对于任意 f(
二
) 任 V0

,

f(
:
)能够由下面的迭代

重建算法重建
。

{
fl (

x
)

== p牙 (
:
)

fn
+ :
(
二
)
二
人 (

:
) +

QP [f(
x
) 一 fn (

x
) ]

并且有

1{f
一人

+ ,

}}
’
簇

(兴)
`” ` ” “ ` ” : , 一 ; ,̀

证明

I 一 印

根据文 仁4〕 中的引理 3
,

只需要证明

< 1
0

lfI
一 尸仃 }}

’ 二
}}万

一 尸牙 }}
2 ` lfI

一
fQ }{

2 =

}系、
一

黔 fx(I,
,拱二今

`

业
·

…
理丝今

二卫 }}
’ 二

聂狡
l

】f(
·
,
一

! , (
xj , ·

也架」 2
+

…
理二:至

生

令」兰}1
’ `
二

山
.

.11 ~
` 。 : , _ _ :

1 T v 尹丽 、`+l 山 * ~ 。 , ` ~
由此可得 }} I 一 咫 }} 续 ! 土今缪}

,

由定理条件可
~ 一 ” ”

’ ` 一 丫 ”

, 、 二
了万 )

’

~
`

~ 一“
、 ” `

知 1} I 一 QP }} < 1
,

因此迭代算法收敛
。

再由 {}f
-

fn
+ ,

}} 续 1} I 一 邢 }}
“

}}f
一
关 }}

,

可得定理成立
。

定理 4 说明若采样集 } xj
,

j 任 z }满足定理 2的

条件
,

则 f(
二
) 可由其采样值重建

,

若 f(
:
) 的 k 阶导

数存在
,

而且 k 阶导数的采样值已知
,

则迭代算法收

敛速度很快
,

若 无 ) 2时
,

厂
` ,不存在

,

则只需在 ( 12 )

式中取 k = 1就可以了
。
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