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摘　要:在可交换条件下 , 当响应变量为一维时 , 利用结构回归模型 Yt j =αt +χt jβ
T
t +εtj , 　(χt j , εtj)

T ～

NI[(μχ, 0)
T , A] , 　j =1 , … , nt , t =0 , 1 研究总体平均处理效应 , 通过采用极大似然的方法 , 给出模型各参数的

估计: αt ,  β t ,  σ
2
t ,  μχ,  ΢χχ, 从而给出总体平均处理效应的极大似然估计 ATE 。
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　　Rosenbaum 等
[ 1]
得到 , 当处理分配 S 是强可忽

略时 , 对暴露组和对照组中的协变量匹配求均值之

差可以得到总体平均处理效应的无偏估计 。但是 ,

上述方法计算过程复杂 , 在协变量过多的情况下还

会面临稀疏数据问题
[ 2]
。解决办法之一是只对估计

倾向分数进行分层 , 不过计算还是繁琐 , 在数据较

少时也难以检验模型真伪
[ 3]
。其它方法也存在一些

问题
[ 4]
。本文在可交换条件下 , 当响应变量为一维

时 , 利用结构回归模型估计总体平均处理效应

ATE 。

以 U 表示总体 ,假设其中每个个体接受一种处

理。为简便记 ,假设处理只有 2种水平:一是暴露 ,一

是对照。令 S为处理分配变量 ,即 S =1表示个体接

受处理 ,而 S =0表示个体用作对照 。对每一个体 u ,

它都可能接受任何一种处理 ,因而相应的响应变量

值可能有所不同。假设个体 u有 2种可能不同的响

应变量 YS(u),它表示个体 u 在处理分配S 下的响

应变量值 。

一个处理对于某个体的处理效应是该个体暴露

与对照下的响应变量值之差。对单位 u 而言 ,暴露 S

=1(相对于 S =0)的处理效应是 Y1(u)与 Y 0(u)

之差 ,即

Y1(u)-Y0(u) (1)

我们感兴趣的因果参数是个体效应 , 即式 (1)中

的处理效应值。然而 , 对于个体 u 而言 ,不可能同

时观察到 Y1(u)与 Y0(u)之值 ,因而也就不可能观

测到 u 的个体效应。通常的解决方法是估计总体的

平均处理效应

ATE =E(Y1 -Y0)

即是个体效应 Y 1(u)-Y 0(u)在总体 U 上的期望

值 ,其中 YS 表示总体在处理分配S 下的响应变量

值 。

1　有关引理

引理 1　设 Z =(zij)n×n , 其中 zij 为独立未知

数 。对于任一实函数 z ,定义

 z
 Z
=

 z
 z ij n×n

则

(1)对于任一 n 维常数行向量 t ,

　　　
 
 Z(tZt′)= t′t;

(2)若|Z|>0 ,则
 
 Z
(ln|Z|)=(Z

-1
)′

引理 2 　若模型(3)成立 , 则  χt ,Mχ
t
χ
t
都与

1
n t
∑
n
t

j=1
(χtj - χt)

T
(εtj - ε)相互独立。

2　结构回归模型

　　定义 1　对于给定的协变量 χ, 称暴露组与对

照组可交换 , 如果

E(Y 1︱S =1 , χ)=E(Y1 ︱S =0 , χ)

E(Y 0︱S =1 , χ)=E(Y0 ︱S =0 , χ) (2)

(2)式要求 , 对于给定的协变量 χ, 暴露组与对照

组在暴露状态相同的假设下响应变量的平均值相

等 。
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定义 2　可交换条件下多维结构回归模型定义

为:

Y tj =αt +χtjβ
T
t +εtj

(χtj , εtj)
T
～ NI[ (μχ, 0)

T
, A]

j =1 , …, n t , t =0 ,1 (3)

其中 A =
΢χχ 0

0 σ
2
t

, ～ NI表示“服从正态分布且

相互独立” , (χtj , εtj)
T
为(χtj , εtj)的转置 , χtj , μχ, βt

均为k 维行向量 , β
T
t 是 βt 的转置;Y tj 是在第t种处理

下取得的响应变量的第 j 个观察值 , χtj 是对应于Y tj

的在协变量上的度量。这里假设 Y tj 与χtj 之间的真

实关系是线性的 ,线性回归系数为 βt , εtj 是随机误

差分量 , χtj的协方差矩阵΢χχ是正定的 ,且σt >0。对

于模型(3), α1 -α0 不再是处理 S =1(相对于 S =

0)的效应向量 。如果对于给定的协变量 χ,暴露组与

对照组可交换 ,即(2)式成立 ,那么处理 S =1(相对

于 S =0)的平均处理效应为:

ATE =E(Y1)-E(Y 0)=

Eχ(E(Y1|χ)-E(Y0|χ))=

Eχ(E(Y1 |S =1 , χ)-E(Y0|S =0 , χ))=

Eχ((α1 +χβ
T
1)-(α0 +χβ

T
0))=

(α1 -α0)+μχ(β
T
1 -β

T
0) (4)

其中 Eχ(·)表示对总体求数学期望 。

注:当 β1 =β0时 ,处理 S =1(相对于 S =0)的

平均处理效应为:

ATE =α1 -α0

3　模型参数的极大似然估计

定理 1　假设模型(3)成立 ,则模型参数的极大

似然估计分别是

 βt =Mχ
t
Y
t
M
-1
χ
t
χ
t
,

 αt = Y t - χt β
T
t = Y t - χtM

-1
χ
t
χ
t
M

T
χ
t
Y
t

 σ
2
t =MY

t
Y
t
-M

T
χ
t
Y
t
M
-1
χ
t
χ
t
Mχ

t
Y
t
, 　t =0 ,1

 μχ= χ, 　 ΢χχ=Mχχ

其中 ,  χt =
1
n t
∑
n
t

j=1
χtj ,

Mχ
t
χ
t
=

1
nt ∑

n
t

j=1
(χtj - χt)

T
(χtj - χt),

 Y t =
1
nt ∑

n
t

j=1
Y tj ,  χ=

1
n1 +n0 ∑

1

t=0
n t χt ,

Mχχ=
1

n1 +n0
∑
1

t=0
∑
n
t

j=1
(χtj - χ)

T
(χtj - χ)

Mχ
t
Y
t
=

1
n t
∑
n
t

j=1
(χtj - χt)

T
(Y tj - Y t),

MY
t
Y
t
=

1
n t
∑
n
t

j=1
(Y tj - Y t)

2

　　证明　记 μχ=μ, ΢χχ=΢,并将 σ
2
t 简写为σt ,

由模型(3)可知

(χtj ,Y tj)
T
～ NI[(μχ, αt +μχβ

T
t)

T
, At] ,

j =1 ,2 , …, n t ;t =0 ,1

其中协方差矩阵为

A t =
΢ ΢β

T
t

βt΢ βt΢β
T
t +σt

于是

|A t |=σt |΢|,

A
-1
t =

΢
-1
+β

T
tσ
-1
βt -β

T
tσ
-1
t

-σ
-1
t βt σ

-1
t

令

Bt =
B 1t B0 t

B
T
0t B2 t

=A
-1
t

则子样{(χtj ,Y tj), j =1 , … , nt ;t =0 ,1}的似然函

数为:

L =∏
1

t =0
(2π|At |

1 2
)
-n

t ·

exp -1
2 ∑

n
t

j=1
(χtj -μ, Ytj -

(αt +μβ
T
t))Bt

(χtj -μ)
T

(Y tj -(αt +μβ
T
t))

T
(5)

于是

-2ln L =∑
1

t =0
[ Δt +nt ln((2π)

2
|At |)]

其中

Δt =∑
n
t

j=1
(χtj -μ)B1 t(χtj -μ)

T
+

2∑
n
t

j=1
(χtj -μ)B0 t(Y tj -(αt +μβ

T
t))+

∑
n
t

j=1
(Y tj -(αt +μβ

T
t))

2
B2 t

 (-2ln L)
 αt

=0 ,得

 Y t = χtβ
T
t +αt (6)

从而 ,

 Y t -(αt +μβ
T
t)=( χ-μ)β

T
t (7)

令
 (-2ln L)
 βt

=0 ,由(6)式得

βtMχ
t
χ
t
=M

T
χ
t
Y
t
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即  βt =M
T
χ
t
Y
t
M
-1
χ
t
χ
t

(8)

令
 (-2ln L)
 σt

=0 ,联合(7),(8)式得

 σt =MY
t
Y
t
-M

T
χ
t
Y
t
M
-1
χ
t
χ
t
Mχ

t
Y
t

令
 (-2ln L)
 (΢

-1
)
=0 , 由引理 1得

΢=
1

n1 +n0
∑
1

t=0
∑
n
t

j=1
(χtj -μ)

T
(χtj -μ) (9)

令
 (-2ln L)
 μ

=0 , 由(7)式得

∑
1

t=0
nt(χtj -μ)΢

-1
=0 ,

从而

 μ=
1

n1 +n0
∑
1

t=0
nt χt = χ (10)

(10)式代入 (9)式得

 ΢=
1

n1 +n0 ∑
1

t=0
∑
n
t

j=1
(χtj - χ)

T
(χtj - χ) (11)

(8)式代入 (6)式得

 αt = Y t - χt β
T
t = Y t - χtM

-1
χ
t
χ
t
M

T
χ
t
Y
t
(12)

4　总体平均处理效应极大似然估计

下面给出在可交换条件下 , 总体平均处理效应

ATE 的极大似然估计。

定理 2　假设模型 (3)成立 , 如果对于给定

的协变量 χ, 暴露组与对照组可交换 , 即 (2)式

成立 , 那么:

(1)总体平均处理效应 ATE 的极大似然估计

是:

 EL =( Y 1 - Y 0)-( χ1 - χ0)
1

n1 +n0 ∑
1

t=0
n1-t β

T
t

　　(2)总体平均处理效应 ATE 的极大似然估计

是它的一致无偏估计;

(3)在大样本下 ,  EL 渐近服从正态分布

N(ATE , σ
2
), 其中

σ
2
=∑

1

t=0

σ
2
t

n t
+

1
n1 +n0

(β1 -β0)΢χχ(β1 -β0)
T

其极大似然估计为:

 σ
2
=∑

1

t=0

 σ
2
t

n t
+

1
n1 +n0

( β1 - β0) ΢χχ( β1 - β0)
T

　　证明　

(1)总体平均处理效应 ATE 的极大似然估计

(4)式为:

ATE =(α1 -α0)+μχ(β
T
1 -β

T
0)

整理得:

ATE =(α1 +μχβ
T
1)-(α0 +μχβ

T
0)

由定理 1知:

 αt = Y t - χt β
T
t , t =0 ,1 ,

 μχ= χ=
1

n1 +n0
∑
1

t=0
n t χt

代入上式得:

 EL =( α1 + μχ β
T
1)-( α0 + μχ β

T
0)=

( Y 1 - χ1 β
T
1 +

1
n1 +n0

∑
1

t=0
n t χ β

T
1)-

( Y 0 - χ0 β
T
0 +

1
n1 +n0

∑
1

t=0
nt χ β

T
0)=

( Y 1 - Y 0)-
n1 +n0

n1 +n0
 χ1 β

T
1 +

n1

n1 +n0
 χ1 β

T
1 +

n0

n1 +n0
 χ0 β

T
1 +

n1 +n0

n1 +n0
 χ0 β

T
0 -

n1

n1 +n0
 χ1 β

T
0 -

n0

n1 +n0
 χ1 β

T
0 =( Y 1 - Y 0)-

n0 χ1 β
T
1 -n0 χ0 β

T
1 -n1 χ0 β

T
0 +n1 χ0 β

T
0

n1 +n0
=

( Y 1 - Y 0)-( χ1 - χ0)
1

n1 +n0
∑
1

t=0
n1-t β

T
t

所以总体平均处理效应 ATE 的极大似然估计是:

 EL =( Y 1 - Y 0)-

( χ1 - χ0)
1

n1 +n0
∑
1

t=0
n1-t β

T
t

　　(2)由模型 (3)及 (8)式即可得

 β
T
=M

-1
χ
t
χ
t
Mχ

t
Y
t
=

M
-1
χ
t
χ
t

1
nt ∑

n
t

j=1
((χtj - χt)

T
(Ytj - Y t))

T
T

=

β
T
t +

1
nt
M
-1
χ
t
χ
t ∑

n
t

j=1
(χtj - χt)

T
(εtj - εt)

所以 , 由大数定理容易知道 , ATE 的极大似然估计

 EL 是它的一致估计 ,又利用引理 2 ,可知  χt 与 β
T
t 相

互独立 ,而

E( Y t)=αt + μχ β
T
1

E( χt)= μχ

E( β
T
t)= β

T
t , t =0 ,1

因此 ,

E( EL)=E( Y 1 - Y 0)-

E( χ1 - χ0)
1

n1 +n0
∑
1

t=0
n1-tE( β

T
t) =ATE

即  EL 是总体平均处理效应ATE 的无偏估计 。

　　(3)注意到

 EL ≈( Y 1 - Y 0)-

( χ1 - χ0)
1

n1 +n0
∑
1

t=0
n1-t β

T
t =

(α1 + χ1
n1

n1 +n0
(β

T
1 -β

T
0)+ ε1)-
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(α0 + χ0
n0

n1 +n0
(β

T
0 -β

T
1)+ ε0)

其方差为:

D( EL)≈

∑
1

t=0

σ
2
t

nt
+

nt
n1 +n0

2

(β1 -β0)D( χt)(β
T
1 -β

T
0) =

∑
1

t=0

σ
2
t

n t

+
1

n1 +n0
(β1 -β0)΢χχ(β1 -β0)

T
=σ

2

由中心极限定理知 ,  EL 渐近服从正态分布

N(ATE , σ
2
)

其中 , σ
2
的极大似然估计为:

 σ
2
=∑

1

t=0

 σ
2
t

nt
+ 1
n1 +n0

( β1 - β0) ΢χχ( β1 - β0)
T
。
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A Structural Regression Model under the Exchangeability Conditions

JIN Hua ,HE Chun , FANGJi_qian

(Department of Medical Statistics ,School of Public Health ,Sun Yat_sen University , Guangzhou 510080 ,China)

Abstract:The structural regression:Y tj =a t +χtjβ
T
t +εtj ,(χtj , εtj)

T
～ NI[ (μχ ,0)

T
, A] , j =1 , …, n t ;t =0 ,1 ,

is used to study the population_averaged treatment effects under exchangeability conditions when the response variable is a

one_dimensional vector.The estimators of the model parameters: αt , βt ,  σ
2
t ,  μχ ,  ΢χχand the estimation of the population_

averaged treatment effects are given by using the maximum likelihood method.

Key words:exchangeability conditions;population_averaged treatment effects;structural regression models;maximum

likelihood estimators
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