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摘 要 : 研究在周期边界条件下的复 iG
n z b l l l琶

.
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方程 (田办
,

在关于非线性项的
。
的适当条件下

,
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1 研究背景

复 iG nz b u嗯
~

l初 l d au (以; L ) 方程由如下形式给

出
u , 二 尸u + ( l + i , ) u。 一

( l
+ i产 ) l 、 I

’ 口 u

oeD inr g等〔’ ] hG i
邮

ia 等川在一维和二维空间中研究

了带立方非线性项 (
。 二

l) 的 iG nZ b u gr
.

L川d a U
方程

有限维吸引子及相关动力系统
。

。 用 s t
ant i n 等川研

究 了这个方程
“

软
”

的 和
“

硬
”

的湍流行 为
。

城
ir gn 等闭考察了带任意阶数非线性项

。 > 0 的复

iG nbz
t l l ’g

~

L田 l dau 方程在所有空间的强解及弱解的存

在性和惟一性
。

本文研究如下复 iG n山 t l
考 L田 1〔 Ia u

方程
u ` = 户u 一 △职 (

u
)
一

( l + i了 )△
u -

心
, 。 一 ( z + i产 ) l “ l

’ ` u +

a了二 v ( 1 u l
’ “ ) +

月( 7
:

·

v ) I u 一
’

对于 V ( : ,
, ) 任 r x R

+

( l )

u ( x ,

0 )
二 u 。 ( x

)
“ 〔 口 二 ( 一 L

,

L )
x ( 一 L

,

L ) 任 r ;

“
是日

一
周期的 ( 2)

其中
,

u(
x ,

t) 是未知复值函数
,

△是拉普拉斯算子
,

夕 > 0
,

y
,

产
, , ,

产是实参数
。

本文 主 要 结果 是 通 过 先 验估 计
,

证 明复

iG nz bu gr
一

腼d au 方程 l( )
,

( 2 )最大吸引子的存在性
。

为简单起见
,

记 矿
=

珠
r

(。 ) 为 阮肠lve 空

间
,

范数为
l ,

r
一 , , 、 、 l超 ,

}} u l} 矿 = 气 }! 乙
“ I, u !! H /

,

刀 = 石 pe r
戈J J 尹

} sl 鉴 m

其范数 为 }}
·

}}
。 =

{}
·

1}
,

内积为 .(
, ·

)
,

而对于

1 感 p 感 aO (

范数
。

表示刀 (日 )

2 解的存在性和惟一性

首先讨论初边值问题 ( l )
,

( 2) 局部的存在性
,

在 H定义线性算子 A u 二 一 ,少 “ ,

其定义域 D ( A )
二

丫 n 斌
。

由 h 川记卜hP in ipe 定理
,

A 是收缩连续半群

s ( t ) 二 e x p A t ( t > o ) ( 〔5
,

6〕) 的无穷小生成元
。

令

N (
u
)

= 户u 一
( l

+ 17 )△
u 一 △甲 ( u

)
-

( 1
+ i产 ) 1 u 1

2“ u + 以
,

·

? ( l u } Z u
)

+

月(几
:

·

V ) 1 u l

方程 ( 1) 可改写为
u , 二 及u + N (

u
)

应用 G agl ian l。
~

N i二ben 笔不等式
,

可证明
,

对于
“ 。 任

矿
,

非线性 映照 N ( u) 映 矿 到 H
,

且对于
u , : 任

矿
,

满足

}{ N (
。 ) }{ 〔 e 11

u
{}护

}}刃 (
u ) 一 万 ( : ) }} 蕊

c ( }!
u

11矛川
:
日矿 ) }}

u 一 :
1}犷

引理 1 对 于每一
u 。

〔 矿
,

初边值问题 ( 1 )
,

( 2) 存在惟一解
,

使得
,

对于 t 任 「O
,

T~ )
,

有

u 〔 C
,

( ( o
,

厂~ )
: 万 , )门 C ( 【0理~ )

: 万 ,
)

且有要么 T~
= oo

,

或者
,

如果 T~ < ao
,

则有
`

妙 }}
u ( ` ) jl矛 一 `

·

证明 引理的结果来自文 「5」的〔定理 3
.

3
.

3」
,

[定理 3
.

3
.

4 〕和 [定理 3
.

5
.

2」以及 文 〔6 」的 [定理

6
.

3
.

1」
。

`
收稿日期 : 2X() 3 一 03

一 12

基金项目: 广西工学院科学研究基金资助项目

作者简介 : 李栋龙 ( 1)沁落年生 )
,

男
,

副教授
,

(03 0 1沥 )

博士 ; -E am il : 11扭@ Z I C n
.

c

om



第 1 期 李栋龙等
:

一类广义复演化方程的吸引子

为证明整体解的存在性
,

将在相空 间 H
,

H七和

矿 中导出 u( t) 的先验估计
。

引理 2 假设
。 。 任 H

,

了 (
、
) 感 0

。

那么
,

问题

( l )
,

( 2 ) 的解
u
( t )

,

有

}}
“

}}
’ 蛋 天

1

( 尺
,

T
,

) t 任 [ o
,

了
1

]

其中
,

K
:

( R
,

T
,

) 依赖于初值和 尺
,

T
, ,

且当 }1
“ 。

}}

感 R 时
,

T :

依赖于初值和 R
。

证明 方程 ( l) 与
u
作内积

,

取实部
,

得

由 G匆 i a记o 一

N i er l让犯飞

u
}}

;

感 C

不等式
,

有

v △。
}}`卜

, , ` ,
·

}}
。 (Z

r + 2 )3/
r

!} v “
{}

r

感 。
}! v △。

11`
,卜 , ) 13

r

}}
。

从而得到

(
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( 5 )

(△甲 (
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)

,
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。
{l ; △。

11甲 11
。

lj举

希JJ ; △。
J!

, 十

(因为 。 簇 p 鉴 2) 感

。
(由引理 2 ) ( 6 )

合杀. ,
U

,
11△

u
11

2

二 。

{…
’ + ,, 、

· 对于 ( 3 ) 式右边的第 5项
,

有

u }2
“

必瓦 感

一
(△* (

。
)
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)
一

{
R e

(
u , a几

l ·

7 ( I “ 一’ u ) +
月(久

2 ·

v

12
“ + 2 +

u
) 1 u 12

R·
( ` + 。̀

小

显然有

R e
( (

u , a 几 ,
·

7 ( 1 u 1
2 u

) +

夕(几
2

·

7 u
) 1 u 12 )

= o

;0妻

一一
11))

同时可得

(△甲 ( u
)

, u

一
( 甲

`

(
u
) v

!} 7 u
}}

V u

= 一
( v 华 (

u
)

,

v u )

二 一 ( 甲
`

(
二

川 } 7 “

二 一
(△

“ ,

u) 落 △ u
}} }}

“
}! (

U

1一v2
+U△卦

和 ,,
·

,̀
’ 。

六{
, · !

’ 二 ’ + ·

综合上面不等式
,

且应用 G or n w a l l 不等式证明了引

理 l
。

其中
,

e
, 。
表示依赖与初值

。 ,

户
, , ,

产
, a ,

月
,

几, ,

久2
的任意常数

。

引理 3 假设引理 2 的条件成立
, a < 2及

! 切
`

(
u
) 一簇 C 一 u l

尸 ,

o 续 尸 < 2

那么
,

问题 ( 1 )
,

( 2 ) 的解
u
( t )

,

有

}} v 。
}1
’ 簇 凡 ( 尺

,

爪 )
,

t 任 [ 0
,

爪 ]

其 中
,

凡 ( R
,

R Z
) 依 赖 于 初 值 和 R

,

几
,

且 当

}}
“ 。

}}
, :
感 R 时

,

爪 依赖于初值和 R
。

证明 用 △“
乘方程 ( l)

,

并关于
x
在 口 积分

,

然后取实部
,

得

丫 l + 产 ,
}}

u
}{孟了: ; }{△

u
}} (

、
八丁 7 11 ; △。

11毕 }!
。

11罕 (因为
。 、 2 ) 、

击11 7 △ u
11
’ + e

(。
, ,

) 11
u
11
’ “ “

“ ,“ , 一 “
, ( 7 )

对于 ( 3) 式右边的第 6项
,

有

}R
e
( △

。 ,

月(几
2

·

v u
) l 。 r

’

) 1感

I声
2 一日△

二
}} }} v u

}}
4

11
。

11; 感

! 声
2

11 } 7 △。
}}
’
州 }

“
}}
侧 , `

益1I v △ u
11
’ + 。

(
,
) ,你

2 · 11
u
11
’ `

( 8 )

类似地
,

由于

7 ( 1 u 1
2 u ) = 1 u 1

2
V u +

V J u IZ u = 2 一u 12 v u + u 2 7 反

推得

{R
e
( △

。 , 。 * , ·

v (

一
’ 。

川
感

希1I v △ u
11
’ + 。 ( ,

) , a “ ,
1 11

u
11

’ `

( 9 )

由引理 2 和 ( 5) 式中令
: = 2

,

得

11△
u
11

2 =
(
一 V△ u ,

甲 u
) 簇

}I v △。
{1 ll v “

11 ` 。
!} 7 △。

}I们 }}
“
{}
’ 。 感

击jj ; △u
}}
’ + e

JJ
u

}}
’

( 10 )

从 ( 3)
一 ( or )式和引理 2

,

应用 Gm n w al l 不等式获得

引理证明
。

引理 4 假设引理 3 的条件成立
,

且

l 了 ( u
) I感 C 一 u f

夕一 ,

这里 p 同引理 3
,

那么对于
u 。
任 矿

,

问题 ( 1 )
,

(2 ) 的

解
u ( t ) 满足

11△
u
11

2 感 天3
( 尺

,

3T )
,

t 任 [ o
,

几 ]

其 中
,

凡 ( R
,

兀 ) 依 赖 于 初 值 和 R
,

7’s
,

且 当

}}
“ 。

}!护 毛 R 时
,

几 依赖于初值和 R
。

证明 方程 ( l) 与 厅
u
作内积

,

取实部
,

得

一
d一dtl一2

户日v “
}}
’ + }}△

u
}1
’ 一 ,

l} v △。
}}
’ +

(△* (
·
)

,

△·
, 十 R· (` + 。̀

小二
’ 二△“ ·

R e
(△

u ,

以 1
·

7 ( 1 u 12 u ) ) +

R e
( △

。 ,

卢(几
2 ,

v u
) 一

“ 一
’

)

首先
,

有

(△甲(
u
)

,

△ u
)

= 一
( v 甲 (

u
)

,

v △ u
)

=

一 (甲
,

(
u
) 7 u ,

v △ u
) (

。
11

“
}I乳 1I v “

11
4

}} v △u
11

( 3 )

去晶,,△
U
,J
’ 二 * ,,△

U
,,
’ +

,, v △· ”

(4 )
,
}}夕

u
}}
’ + (△沪 (

u
)

,

夕 u
)

-
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(瑟
u ,

滋 ,
·

可得

R· “ · 。̀ ,
{二

}2二` 。 +

v ( 1 u r
Z。

)
+
月(几

2
·

v 。 ) -
u ! 2

) ( 1 1 )

n e
( 1

+ i。 ,
{

丫 l + 产 ,
{!

“

行
.

不
乏 }1夕

。
{!号

· ,

11

! u !
’
、 夕 瓦 蕊

}{款 { 11夕
。

}} 蕊

u
ll `

, ` + 2 ,̀ ,
(因为

。

, 、 11 . 1 里澳
空」』

+ c 气产 / 1I u {!

< 2) 蕊

( 12 )

3 整体吸引子的存在性

由定理 1 知
,

存在映 矿 到 H Z
的动力系统

s ( t ) ( t 妻 。 )
,

使得 s ( t )
u 。 = u

( r ) 是问题 ( l )
,

( 2 )

的解
。

显然
,

{s (t ) }
: 二。

具有半群性质
。

以下构造问题

( 1 )
,

( 2) 的整体吸引子
。

首先证明吸收集的存在性
,

为此
,

需要解关于时间的一致先验估计
。

由引理 2 的证明
,

可导出

杀一
+ F

!!△: ,
2 、

(
` 一 」二产塑 )

日
。

.}
2 + 2。

“厅粼
对于 ( n ) 式的第 4项

,

有

(夕
“ , 。几,

·

v ( I 。 l ’

31 以
,

111 夕 。
111 }

“
;ll

u
) ) 蕊

v u
}}

4
鉴 选择 k 充分大

,

G or n w a l l 不等式
,

{I
u
}

使得 k’ = k
l + 2甲

p

t 妻 t l

〕 O
,

应用

尸一一
c4一k’

簇

3 l a几
1
1

含11̀
u
{}

` 。
}}晋11

。

+ 3 e l 以
、

!

号蕊 得到

( 13 )

类似于 ( 13 ) 式
,

有

1(夕
u ,

月( 几
2

·

v 。 ) l 。

由 C a g l i a r d。
一

iN er ben gr 不等式和 Y o t l l l g 不等式
,

得

( 17 )

容易

l 尽
2

r , ) …、

( 14 ) 2尸

从而
,

蕊 百
V△ u + 。

(
,
) 1l

u

U夕副
也有 在引理 3 的证明中

,

有

V u 日
`

落 一 p
d一dtl一2( △沪(

u
)

,

夕 u ) 鉴 }}△甲 (
u
) 日!!夕

u

}}犷(
u
) ( v u

)
, + 甲

’

(
。
)△

。
}} }}夕

。

。
11

“
{I呆

, ) }I ; “
}I; 11夕

u
}卜

C
11

“
{4乳 11△

u
11

4
11夕

u
11

V u
11
’ + C

由 G r o n

awl l 不等式
,

得到

2 C

簇 万
= 八

V/V/

V t > t : ( 18 )

又由于
一 (△甲 ( u

)
,

夕 u ) 蕊

。
.l

u P
4 (尸

一 l )

C l{

。
11夕

u
}{

。
11瑟

u

{j
。
11夕

u

“
{}乳日

l + (2尸
一 l )18

1I v “
}}; }}夕

。

△。
l{

4

}}夕
。

1} 共
(6尹

一 5 )18 +

(6 , + l ) , 8 蕊

(六
· 2。

)
,,△

·
l̀

一 2

(六
· 2。

)
( v △一

V u
) 蕊

C
}I v △ u

) 共
C
! }夕

u
}}
` 14

“ 日 感

少 u

砚U

一+
( 2尸

一 3 ),8

}} V ul l
’

州 1

}} V ul l
’

洲 1
, + `, , 一 ` , ` 8 + 。

日夕
u l + (Z p一 3 )18

U△
d一dt

着}I` u
日 + e

(因为 尹 < 2 ) ( 15 )
从而

,

2
’

在引理 4

注意到

日V △ u
11
’ =

F

2

的证明中
,

、 一

(票
一

(厅
u ,

△ u ) 鉴

{i夕
。
{!

2 +

票11

}l夕训

△u

11
2

△。
日簇 应用 orG

l lw a l l

结合 ( 1 1)
一

( 16) 式
,

且应用 G n 卫〕w a l l 不等式
,

引理的证明
。

( 16 )

完成

不等式后得
2 4 Fe

落 1 十 4 vP

e
(

, ) {}
u
{1

2

推得

+ 2。

)
一1△

U
一r

Z 十 。

= 。 ;
,

V ` > : ,
( 19 )

定理 l (整体存在性 ) 假设
a < 2且

( 17 )
,

( 18 )和 ( 19 )式联合表示
,

球

召 =
{
。
(
: , ` ) 1 ll

u
(

x , 。 ) 11补 、 户{ 十 尸; }

是 { s ( t ) }
, ) 。

的吸收集
。

引理 6 假设定理 1 的条件成立
,

问题 ( 1 )
、

( 2) 的解满足

l} v △。
4}
’ 妄 夕互

,

对于 t ) ` 4

其中
,

尸
4

依赖于初值
,

且当 }}
u 。
日护 蕊 R 时

,
t 4依赖

于初值和 R
。

一
价

`

(
u
) 共 。

,

}甲“ , (
。
) }落 c l

k = 1
,

2

那么
,

初边值问题 ( l)

t )
,

使得对于任意的 T

0 簇 P 毛 2

( 2) 存在整体惟一解 u( x

> 0
, u

(
x ,

t ) 满足
u 任 C

`

( ( o
,

了) ;矿 ) 门 c (「o
,

T ) : 万 , )
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, ..J, IJF.esJ.勺
ù

b气了
厂ILL.L̀LesesL

由 A gn l o n
和 C昭11田心。一 iN er nbe gr 不等式

,

引理

的证明是不困难的
。

引理 6 表示动力系统 S ( t ) ( t 纂 0) 对于充分大

的 忿是一致紧的
。

这样由文 仁7 〕获得整体吸引子的

存在性
。

定理 2 假设定理 1 的条件成立
,

B 的 。 极限

集

A 二 。 ( B )
二
自 U S ( t ) B
, 芬 o t ) 占

是 S ( t) 在 矿 的最大的
、

紧的
、

连通的整体吸引子
,

闭包是在 矿 中取的
。

〔2 〕

〔3 ]

[ 4〕
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