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摘　要:分析了支持向量机理论中核函数与傅立叶变换的关系, 证明了基于傅立叶变换的核函数在一定条件下

必定满足Mercer条件。在这些结论的基础上, 提出了利用傅立叶变换筛选核函数的方法, 并给出具体的实例。
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1　支持向量机及核函数

1.1　支持向量机及特征空间

支持向量机 ( SVM ) 理论由 Vapnik 等
[ 1]
提出

后, 成为统计学习理论中最年轻也是最实用的部

分, 它的非渐近收敛特性使得以 SVM 为基础的统

计学习理论成为模式识别 、回归分析和密度估计中

非常有利的工具
[ 2]

, 也成为人工智能领域内非常活

跃的研究课题。

Vapnik等
[ 1]
在 1992年发现, 要想在特征空间Z

中构造最优分类超平面, 并不需要详细地描述特征

空间, 根据泛函理论, 只需定义一种核函数 K ( u,

v) , 当其满足Mercer条件, 它就对应某一变换空间

的内积。因此, 对于非线性的模式识别问题, 可以

比较容易地通过选用适当的内积函数 K ( u, v) 实现

非线性变换后的线性分类 。概括讲就是, 利用支持

向量机, 通过用内积函数定义的非线性变换将输入

向量定义的空间变换到一个高维空间, 在这个空间

中求出最优分类面。

1.2　Mercer条件及核函数

若输入空间的样本向量为 u ={u1 , u2 , u3 , …,

un}, ui ∈ R
N
,当存在非线性映射  映射到某一特征

空间 H 得到  ( u1 ) ,  ( u2 ) , …,  ( uj ) , 那么输入空

间的点积形式在特征空间可用下式表示
[ 3]
:

K ( u, v) =(  ( u)  ( v) ) ( 1)

式中 K ( u, v) 一般定义为核函数, 根据 Hilbert_

Schmidt理论
[ 1]
, 只要满足 Mercer 条件, 在非线性

映射的特征空间中, 找到一定的核函数, 就能够把

输入空间中线性不可分问题映射到一个特征空间而

成为线性可分的问题, 使非线性问题得到简化, 从

而可以有效地解决构造支持向量机的问题 。

Mercer条件的定义如下。

要保证 L 2下的对称函数 K ( u , v) 能以正的

系数 ak >0展开成:

K ( u, v) =∑
∞

k=1
ak Χk ( u) Χk ( v) ( 2)

即用 K ( u, v ) 描述一个特征空间中的一个内积的充

分必要条件是, 对使得

∫g
2
( u) du < ∞的所有 g ≠0,

条件

 K ( u, v) g( u) g( v ) dudv >0 ( 3)

成立
[ 1]
。因此, 对于支持向量机的核心问题往往转

化为确定核函数 K ( u, v) 的问题 。

目前, 一般公认的几个核函数可见于文献

[ 2] , 主要有:多项式核函数 、 径向基函数 、 两层

神经网络核函数。这 3种类型定义的非线性决策面

的学习机器在基于支持向量机理论的机器学习研究

中都收到了较好的结果。然而, 也存在一些问题,

其一就是没有有效的方法筛选其它的满足 Mercer

条件的核函数, 另外就是满足 Mercer 条件的核函

数太少, 使支持向量机研究受到了限制。

2　傅立叶变换与核函数的关系

2.1　变元可分离核函数可用傅立叶变换表达的证明

定理 1 　设给定一个样本集 K ={( u1 , v1 ) ,

( u2 , v2 ) , …, ( ul , vl )}, u ∈ R
N
, v ∈ R

N
, 若存在核

函数 K ( u, v) 代替向量内积 ( u, v) 实现非线性变

换,从而构造基于 SVM 非线性变分类器, 若核函数
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K ( u, v) 是对称的,当核函数K ( u, v) 的二维傅立叶

变换存在且大于 0 , 那么 Mercer条件必定满足。

证明　由前述Mercer条件, 设有函数 g( u) 及

g ( v ) ,并且自变量取值在( -∞, ∞) 。对于对称函数

K ( u, v) , 令

g ( u) =exp(-jω1 u) ( 4)

g( v ) =exp(-jω2v ) ( 5)

求如下积分:

∫
∞

-∞
g

2
( u) du =∫

∞

-∞
[ exp(-jω1 u) ]

2
d u =

∫
∞

-∞
exp(-j2ω1 u) du

令2ω1 =ω,根据傅立叶变换公式:

∫
∞

-∞
exp(-jωu) du =2πδ( ω)

有

∫
∞

-∞
exp(-j2ω1 u) du =2πδ( 2ω1 ) ( 6)

式中的 δ( 2ω1 ) 是 δ函数,即单位冲击函数,满足:

∫
∞

-∞
δ( 2ω1 ) d( 2ω1 ) =1

δ( 2ω1 ) =0　( t ≠0)

( 7)

由此可知积分

∫
∞

-∞
g
2
( u) du =∫

∞

-∞
exp(-j2ω1 u) du =

2πδ( 2ω1 ) <∞

满足了Mercer条件中第 1个积分条件 。

求如下积分:

∫
∞

-∞∫
∞

-∞
K ( u, v ) g( u) g ( v ) dudv =

∫
∞

-∞∫
∞

-∞
K ( u, v) exp(-jω1 u) exp(-jω2 v) d udv =

∫
∞

-∞∫
∞

-∞
K ( u, v) exp[ -j ( ω1 u +ω2 v) ] d udv =

F[K ( u, v) ] ( 8)

即所求积分为 K ( u, v ) 的二维连续时间傅立叶变

换。这已经证明了对函数 K ( u, v) , 若能求出二维傅

立叶变换的结果 F[ K ( u, v) ] >0, 就能满足Mercer

条件的双重积分条件 (第 2个积分条件) 。

定理 2　设给定一个样本集 K ={( u1 , v 1 ) ,

( u2 , v2 ) , …, ( u l , vl )}, u ∈ R
N
, v ∈ R

N
, 若存在核

函数 K ( u, v ) 代替向量内积( u, v ) 实现非线性变

换,从而构造基于 SVM 非线性变分类器, 当核函数

K ( u, v) 是对称的并且变元是可分离的,即 K ( u, v )

=K ( u) ·K ( v ) ,那么确定的合适的核函数K ( u, v )

的傅立叶变换可用 2个一维傅立叶变换乘积表达,

且这 2个一维傅立叶变换乘积大于0, 必满足Mercer

条件 。

证明　由前述 Mercer条件, 设有函数 g( u) 及

g( v) ,并且自变量取值在 (-∞, ∞) 。当对称函数

K ( u, v) 满足

K ( u, v) =K ( u) ·K ( v) ( 9)

令 g( u) =exp(-jω1 u) , g( v ) =exp(-jω2v ) ,

( 1) 证明积分∫
∞

-∞
g

2
( u) du < ∞, 前面已经证

明,从略 。

( 2) 证明确定的合适的核函数 K ( u, v) 可用一

维傅立叶变换表达 。

定义

Fu[ K ( u, ·) ] =∫
∞

-∞
K ( u, ·) exp(-jω1 u) d u ( 10)

Fv [ K (·, v) ] =∫
∞

-∞
K (·, v) exp(-jω2 v) dv ( 11)

上式分别表示沿 u 和 v 方向的一维傅立叶变换, 式

中“·” 表示可以是任何一种变量
[ 4]
。根据二维傅立

叶变换的定义

F[K ( u, v ) ] =

∫
∞

-∞∫
∞

-∞
K ( u, v )exp(-jω1 u) du exp(-jω2 v)dv =

Fv [ Fu [K ( u, v) ] ] ( 12)

又根据 ( 9) 式得

F[K ( u, v ) ] =

∫
∞

-∞∫
∞

-∞
K ( u) K ( v) exp[ -j ( ω1 u +ω2 v) ] dudv =

∫
∞

-∞
K ( u)exp(-jω1 u)du∫

∞

-∞
K ( v) exp(-jω2 v)dv =

Fv [ Fu [K ( u, v) ] ] ( 13)

上式为 K ( u) 和 K ( v) 两个函数的傅立叶变换的乘

积,并且当 Fu [K ( u) ] Fv [ K ( v ) ] >0时满足 Mercer

条件。证毕 。

2.2　变元可分离核函数 K ( u, v) 对对称性要求的

非必要性

2.2.1　变元可分离核函数 K ( u, v) 奇偶性与对称

性的关系

( 1) 若 K ( u) 、K ( v ) 同为偶函数, 则 K (-u) =

K ( u) , K (-v) =K ( v) 即:

K (-u, -v) =K (-u) ·K (-v) =

K ( u) ·K ( v) =K ( u, v)

所以, K ( u, v) 必为对称函数。

( 2) 若K ( u) 、K ( v )同为奇函数,则K (-u) =-

K ( u) , K (-v) =-K ( v ) 即:

K (-u, -v) =K (-u) ·K (-v) =

[ -K ( u) ] ·[ -K ( v ) ] =K ( u, v)

所以, K ( u, v) 必为对称函数。

( 3) 若K ( u) 、K ( v) 同为偶函数,根据傅立叶变
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换的特性有

F[ K (-u, -v) ] =Fv[ Fu [ K (-u, -v) ] ] =

Fu (-ω1 ) ·Fv (-ω2 ) =Fu ( ω1 ) ·Fv ( ω2 )

即K ( u, v ) 的傅立叶变换也是偶函数, 同时也是偶

对称的,那么K ( u, v) 的二维傅立叶变换必大于 0,

即Mercer条件双重积分的条件必然满足 。

( 4) 若 K ( u) 、K ( v) 同为奇函数,根据傅立叶变

换的特性:

F[ K (-u, -v) ] =Fv[ Fu [ K (-u, -v) ] ] =

Fu (-ω1 ) ·Fv (-ω2 ) =

[ -Fu ( ω1 ) ] ·[ -Fv ( ω2 ) ] =

Fu ( ω1 ) ·Fv ( ω2 )

即K ( u, v ) 的傅立叶变换也是偶函数, 同时也是偶

对称的,那么K ( u, v) 的二维傅立叶变换必大于 0,

即Mercer条件双重积分的条件必然满足 。

( 3) 的结论证明如下。

当核函数 K ( u, v) 是变元可分离函数时, 由于

K ( u, v) =K ( u) ·K ( v) ,当 K ( u) 、K ( v) 同时为偶

函数,则

K ( u) =K (-u) , K ( v ) =K (-v)

即

Fu [ -ω1 ] =Fu [K (-u) ] =

∫
∞

-∞
K ( u) exp(-j (-ω1 ) u) du =

∫
∞

-∞
K (-u) exp(-jω1 (-u) ) du =

∫
∞

-∞
K ( s ) exp(-jω1 s) ds =

Fu [ ω1] =Fu [ K ( u) ]

同时

Fv [ -ω2] =Fv [K (-v) ] =

∫
∞

-∞
K ( v) exp(-j (-ω2 ) v) dv =

∫
∞

-∞
K (-v ) exp(-jω2 (-u) ) dv =

∫
∞

-∞
K ( s ) exp(-jω2 s) ds =Fv [ ω2] =Fv [K ( v ) ]

所以

Fu[-ω1] ·Fv[-ω2] =Fu [K(-u)] ·Fv[K(-v)] =

Fu [ ω1 ] ·Fv [ ω2 ] =Fu [K ( u) ] ·Fv [K ( v ) ]

因此, ( 3) 的结论得证。

根据傅立叶变换的性质, 当 K ( u) 为偶函数

时,即 K ( -u) =K ( u) 时, K ( u) 显然是对称的,

Fu [ -ω1] =Fu [ ω1] , 对函数 K ( v) 也有同样的性

质。因此可知, 若 K ( u) 和 K ( v ) 都是偶函数, K ( u,

v) 也必然是偶函数,因而K ( u, v ) 必然是对称的, 它

的二维傅立叶变换也是 2个偶函数的乘积, 且必然

满足:

Fu[ ω1] Fv [ ( ω2 ) ] >0, 这就满足Mercer条件 。

同时,当K ( u) 和K ( v ) 都为奇函数时, K (-u)

=-K ( u) , K (-v) =-K ( v) 因此:

K (-u) ·K (-v ) =K ( u) ·K ( v )

　　结论 ( 4) 的证明方法同 ( 3) 。

2.2.2　变元可分离核函数K ( u, v)对对称性要求的

非必要性　从上述的证明可以看到, 对变元可分

离函数 K ( u, v ) ,经过分离后 K ( u) 和 K ( v) 只要同

时为奇函数或同为偶函数, 且它的二维傅立叶变换

存在,则 K ( u, v ) 必然满足Mercer条件 。

2.2.3　几个结果　从以上讨论, 可以得出以下几

个结果 。

( 1) 基于支持向量机理论的核函数 K ( u, v) ,

只要其二维傅立叶变换存在且大于 0, 则必满足

Mercer条件 。这样不仅为核函数的判别和分析提供

了有利的依据和工具, 也为核函数的筛选和查找提

供了一个好的方法 。

( 2) 当核函数是对称的且变元可分离的, 核函

数 K ( u, v) 的傅立叶变换等于 2个一维傅立叶变换

的乘积,并且当这 2个一维傅立叶变换的乘积大于 0

时, 必定满足Mercer条件。

( 3) 当核函数 K ( u, v) 是变元可分离的, 若

K ( u) 和 K ( v) 同为偶函数或奇函数,则 K ( u, v) 必

为对称函数 。因而在这样的限定条件下, Mercer条

件对核函数的对称性要求是没有意义的。

( 4) 当核函数 K ( u, v) 是变元可分离的, 若

K ( u) 和 K ( v ) 同为偶函数或奇函数时, K ( u, v) 的

二维傅立叶变换必然大于 0, 因而必然满足 Mercer

条件。

本文将核函数及 Mercer条件等统计学习理论

中的重要概念与傅立叶变换有机地结合起来, 利用

傅立叶分析得到了一些基于支持向量机的机器学习

中的有意义的结论, 同时也为核函数的筛选和分析

提出了一个有力的工具 。

3　利用傅立叶变换对核函数筛选的方法

3.1　利用傅立叶变换筛选核函数的方法

筛选满足 Mercer 条件的核函数是一个比较困

难的问题, 迄今为止尚未完全解决 SVM 理论中求

核函数的问题
[ 5]
。而且到目前为止公认的核函数就

只有本文1.2中提到的几个, 还没有一个比较好的

在众多的函数中筛选合适的核函数的方法 。引入傅

立叶分析方法后, 可以利用前面的结论筛选满足

Mercer条件的核函数 。

主要方法是:以上 4点结果是利用傅立叶变换
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筛选核函数的主要依据。对于结果 ( 1) , 由于直接

求K ( u, v ) 二维傅立叶变换往往比较困难, 因而实

际上大多数情况下是采用将 K ( u, v) 分离变元解决

问题的 。

因为K ( u, v) =K ( u) ·K ( v ) , 当K ( u, v) 为对

称时只要Fu [ k ( u) ] · Fv [ k ( v) ] >0 , 就会满足

Mercer条件 。而当 K ( u) 和 K ( v ) 同为奇函数或同

为偶函数时,并不要求 K ( u, v) 为对称函数。

3.2　筛选K ( u, v )的步骤

( 1) 找到 2个函数 K ( u) 和 K ( v ) , 它们都应该

是傅立叶变换存在的,应使其满足K ( u, v) =K ( u)

·K ( v ) ,并且K ( u, v) 是对称的 。

( 2) 根据已知的傅立叶变换表, 查出满足条件

( 1 ) 的 两 个 傅 立 叶 变 换 的 结 果, 即

K ( u)  Fu [ K ( u) ] , K ( v )  Fv[ K ( v) ] 。

(3) 将这 2个结果在一定取值区间内相乘, 使

Fu [ K ( u) ] ·Fv [K ( v ) ] >0 , 则满足Mercer条件。

( 4) 求 Fu [ K ( u) ] 和 Fv [ K ( v ) ] 的逆傅立叶变

换, 即:Fu [ F( u) ]  K ( u) , Fv [ K ( v ) ]  K ( v) , 求出

K ( u) 和 K ( v) ,则 K ( u, v ) =K ( u) ·K ( v) 的核函

数求出 。

3.3　筛选 K ( u, v ) 的实例

现在以一个钟形脉冲函数为例说明核函数的确

定方法,步骤如下。

①取钟形脉冲函数

K ( u) =exp -
u
σ

2

, K ( v) =exp -
v
σ

2

令 K ( u, v) =K ( u) ·K ( v) =

exp -
u
σ

2

·exp -
v
σ

2

=

exp -
u

2
+v

2

σ
2

　　②查傅立叶变换表, 得

F[K ( u) ] =F exp - u
σ

2

=

πσ· exp -
σω1
2

2

同理 F[ K ( v) ] =F exp -
v
σ

2

=

πσ· exp -
σω2
2

2

　　③取两个傅立叶变换结果相乘

F[ K ( u, v) ] =Fu [K ( u) ] ·Fv [K ( v ) ] =

πσ
2
exp -

σ
2
ω

2
1

4
·exp -

σ
2
ω
2
2

4
=

πσ
2
exp -σ

2

2
( ω

2
1 +ω

2
2 ) >0

　　满足Mercer条件。

④因为 Fu[ K ( u) ] 和 Fv [K ( v) ] 的逆傅立叶变

换为K ( u) 和 K ( v) , 即结果为

K ( u) =exp - u
σ

2

, K ( v ) =exp - v
σ

2

所以

K ( u, v ) =K ( u) ·K ( v ) =exp -
u

2
+v

2

σ
2

　　这样就求出了一个满足 Mercer 条件的核函数。

其它的函数如

K ( u, v ) =K ( u) ·K ( v ) =

exp -a|u|·exp(-b|v|) =

exp[ -( a|u|+b|v |) ]

( a >0, b >0) ,

以及 K ( u, v) =|u|·|v|=|u ·v |

都可利用这种方法确定为满足 Mercer 条件的核函

数 。当然,还可利用这种方法定出其它的核函数 。

在这里应该说明的是,以上所有结论和方法都

应该以Mercer条件是正确的为前提。

4　结　论

根据本文的探讨, 可以认为:利用傅立叶变换的

方法对核函数进行分析和筛选, 是一个可行的方法,

并且可以得出以下几个结论:

( 1)经过本文的证明和分析,提出了一个有效地

在众多已知函数中筛选核函数的方法 。

( 2)可以利用现有的傅立叶变换表或已知的傅

立叶变换关系, 找出满足以下 3 个条件的函数

K ( u) 和 K ( v) ,即

①K ( u) 和 K ( v) 使得 K ( u, v) 可分离;

②K ( u) ·K ( v) =K ( u , v )对称或K ( u) 、K ( v)

同为奇函数或偶函数;

③ Fu[ K ( u) ] ·Fv[ F( v) ] >0

当上述条件满足时, 那么找出的 K ( u, v ) 必定

满足Mercer条件, 可以成为核函数 。

( 3)由于傅立叶变换和傅立叶分析理论和应用

的成熟性,为进一步利用这个工具研究支持向量机

理论提供了一定的依据和探讨的空间 。

本文尝试用一种新的方法研究支持向量机,会

有一些不足 。比如:目前只用于连续傅立叶变换,还

没有在离散量分析上应用。另外核函数的确定只能

受限于存在傅立叶变换的函数等, 这些将在作者的

后续工作中进一步完善 。
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