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摘　要:根据系统分解的方法 , 讨论在 2种边界控制下 , 通过对能控对域的研究来分析线性和半线性分布参数

系统的能控性。

关键词:能控性;边界控制;能控对域

中图分类号:O231.1　　文献标识码:A　　文章编号:0529-6579 (2004)04-0019-04

　　1988 年文 [ 1] 提出一种系统方法叫做 HUM

方法 , 是用来研究在边界控制下 , 线性分布参数系

统能控性问题的 。以后很多文章使用这种方法讨论

这类问题 , 本文根据文 [ 2] 所述框架提出一种新

的方法来研究这类问题。

值得指出的是:不同于 HUM方法 , 这种新方

法可以使用特殊的技巧把线性算子生成半群的边界

控制表达出来 , 从而得到控制与状态的定量关系 。

考虑以下系统:

﹒x =Ax , x(0)= x0 (1)

这里 , x =(x1 , x2)∈ X =X1 ×X2 , X i(i =1 , 2)是

Hilbert空间 , A 是X 上的线性算子 ,具有以下定义

域:

D(A)={(x1 , x2):x2 ∈ S i  X i , i =1 ,2}

　　我们有以下引理
[ 2]
。

引理 1　设 Ai(i =1 ,2)分别是 X i 上的线性算

子 ,且满足:

(1) D(A2)=S 2 ,

D(A1)={ x1 : x 1 = x1 -F 21 x 2 , xi ∈ S i}

其中 ,F 21 是 X 2到 X1 的有界线性算子;

(2)Ai(i = 1 ,2)分别在 X i 上生成 C0 半群

T
i
(t);

(3)算子 A可分解为如下形式:

A =
A1 O

O A2

I -F21

O I
+

O F21 A2

O O
(2)

则算子 A 在X 上生成C0半群 T(t),它可表为

T(t)x =
T
1
(t)(x -F21 x2)+F21 T

2
(t)x2

T
2
(t)x2

,

x =
x1

x2
(3)

1　主要结果

考虑如下系统:

 x1(t , ζ)
 t

=A1 x1(t , ζ), ζ∈ Ψ

x1(0 , ζ)= x10(ζ),
 x1(t , ξ)
 ν Γ

=u(t , ξ)
(4)

其中 ,  / γ表示Ψ的边界Γ上的外法向 。

令 x1(t)= x1(t , ·), x10 = x10(·), u(t)=

u(t , ·),并设 X 1是 Ψ上的Hilbert空间 , Ψ是 R
n
中

的有界开集 ,具有充分光滑的边界 Γ, A1 是 X 1 上的

线性算子 , x10 ∈ X1 ;U 是Γ上的 Hilbert空间 , u(t)

∈ U , 则(4)式可写为:

d x1(t) dt =A1 x1(t),

x1(0)= x10
(5)

设

u(t)= x2(t)g (6)

其中 , x2(t)∈ R
1
,满足:

dx2(t)
d t

=A2 x2(t)=λx2(t),

x2(0)= x20 ≠0 (7)

及 g ∈ U 。令 D(A2)=S2 =R
1
,记

S1 = x1 ∈ X1:x1 = x 2g 在Γ上成立 , x2 ∈ R
1

假设

(1)对每个 g ∈ U ,存在惟一的解 G ∈ X1 , 满
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足:

A0 G =0 ,
 G
 ν Γ

=g (8)

其中 , A0 =A1 。定义算子F:R
1
※X1 :Fx2 =x2 G ,其

中 , G是(8)的解。且 x2 ∈ R
1
。令:

D(A1)= x1 ∈ X 1:x1 = x1 -Fx 2 ,

x2 ∈ S1 , x2 ∈ R
1

如果 λ∈ ρ(A1)———A1 的预解集 ,那么 exp(λt)∈

ρ(T
1
(t))。

如果 A1 可逆 ,则引入以下记法:

C1 ={(x10 , x11)∈ X 1 ×X1 :

A0Fλ(t1)x10 -x11 =0}

C2 = g ∈ U:g =
 Fλ(t1)(T

1
(t 1)x10 -x11)
 ν Γ

,

(x10 , x11)∈ C1

其中 , Fλ(t 1)= x20
-1
[ exp(λt 1)I - T

1
(t1)](I -

λA1
-1
)。

定义1　称(x10 , x11)∈ X 1×X1为(5)式当控制

u属于容许集合Uad 时在时间区间[ 0 , t 1] 内能控对 ,

是指存在 u ∈ Uad 使得(5)式具有初值 x10 的解

x1(t)满足 x1(t1)=x11;并称集合 C ={(x10 , x11):

(x10 , x11)是上述能控对}为 u ∈ Uad 时在内的能控

对域 。

定义2　称(x10 , x11)∈ X 1×X1为(5)式当控制

u属于容许集合Uad 时在无限时间内的能控对 ,是指

存在 u ∈ Uad 和t1 <∞使得具有初值 x10的解 x1(t)

满足 x1(t1)=x11;并称集合:C′={(x10 , x11):(x10 ,

x11)是在无限时间内的能控对}为 u ∈ Uad 时在无

限时间内的能控对域 。

令:

Uad ={u:u(t)= x2(t)g , x2(t)是方程(7)的解

且 g ∈ C2 , λ∈ ρ(A1)且 λ≠0} (9)

　　注 1:(9)式意味着 u(t)是关于时间的指数

型控制函数。

定理 1　如果假设(1)成立 , A1 是可逆的 ,Uad

由(9)式给出 , A1 在 X1 上生成 C0 半群 T
1
(t), F 是

有界的 ,则在定义1的意义下 ,能控对域由 C =∪
λ
C1

给出 , λ∈ ρ(A)且 λ≠0。

证明　很明显 , 假设(1)成立时 ,方程(5)～ (7)

可以耦合为:

d x(t)
dt

=Ax(t)+Υx(t), x(0)= x0

这里 , x(t)=(x1(t), x2(t)), x0 =(x10 , x20)。

A =
A1 O

O A2

I -F

O I
+

O FA2

O O
,

Υ=
O -FA2

O O

由引理 1和 (3)式得:

x1(t)=T
1
(t)(x10 -Fx20)+FT

2
(t)x20 +

∫
t

0
T

1
(t -s)(-FA2 T

2
(s)x20)ds =

T
1
(t)x10 +x20[ exp(λt)I -T

1
(t)] G -

λx20∫t 0exp(λs)T
1
(t -s)Gds (10)

根据半群的性质 , 有:

(A1 -λI)∫
t

0
exp(-λs)T

1
(s)Gds =

[ exp(-λt)T
1
(t)-I] G

使得:

∫
t

0
exp(λs)T

1
(t -s)Gds =

exp(λt)∫
t

0
exp(λs)T

1
(s)Gds =

(λI -A1)
-1
[ exp(λt)I -T

1
(t)] G (11)

因为 λ∈ ρ(A)且 λ≠0 ,及 I -λ((λI -A1)
-1
)=

-A1(λI -A1)
-1
, 故 ,由(10),(11)式及 F

-1
λ(t 1)的

定义 , 可推得:

x1(t 1)-T
1
(t1)x10 =

-x20 A1(λI -A1)
-1
[ exp(λt 1)I -T

1
(t 1)] G =

-F
-1
λ(t 1)G (12)

对任何给定的(x10 , x11)∈ C , 令

g =
 Fλ(t1)(T

1
(t 1)x10 -x11)
 ν Γ

由 C2 的定义知道 g ∈ C2 及

G =Fλ(t 1)(T
1
(t1)x10 -x 11) (13)

满足假设(1), 进而 ,由(12)和(13)式得到 x1(t 1)=

x11 ,即(x10 , x11)是能控对 。证毕。

注 2:这个方法的优点在于得到了状态和控制

的定量关系 ,可以用

u(t)= x2(t)g ,

g =
 Fλ(t1)(T

1
(t 1)x10 -x11)
 ν Γ

明确表示出来。

自然地 , 进一步的讨论在于扩大控制函数的类

型范围 , 使控制函数不止局限于关于时间是指数型

的 。

令:

u(t)=h(t)g ,

h(t)= c0 +c1(t)+…+cnt
n

=〈x2(t), c〉Rn+1 ,

x2(t)=(1 , t , t
2
, …, t

n

)∈ R
n+1
,

c =(c0 , c1 , …, cn)∈ R
n+1
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dx2(t)
dt

=A2 x2(t),

x20 =(1 ,0…,0)∈ R
n+1

(14)

A2 =

0 0 … 0 0

1 0 … 0 0

0 2 … 0 0

0 0 … n 0

,

x20 =(1 ,0… ,0)

Fx2 =〈x2 , c〉G ,  x2 ∈ R
n+1

设 A1 是可逆的 , 并引入以下记号:

K i(t)G =∑
i

j=0
B

j
iA
-j
1 (t

i-j
I -T

1
(t))G ,

i =0 ,1 , … , n 。

B
j
i = i(i -1)…(i -j +1),

K c(t)G =∑
i

i=0
ciK i(t)G

对某个 t1 ∈ R
1
,令 K c(t1)是可逆的 ,且

C′1 ={(x10 , x11)∈ X1 ×X1:

A0K
′
c(t 1)(x11 -T

′
(t 1)x10)=0}

C′2 =

g ∈ U:g =
dK

-1
c (t 1)(x11 -T′(t1)x10)

dν Γ
,

(x10 , x11)∈ C
′
1}

Uad ={u:u(t)=〈x2(t), c〉g ,

x2(t)是方程(14)的解且 g ∈ C
′
2} (15)

　　定理 2　如果假设(1)成立 , kc(t1)是可逆的 ,

Uad由(15)式给出 , A1在X 1上生成可微半群 T
1
(t),

F 是有界的。则在定义 1 的意义下 , 能控对域由 C

= ∪
C∈Rn+1

C
′
1 给出。

此定理的证明与定理 1类似 。只需注意到:

x1(t)-T
1
(t)x10 =∫

t

0
h(S)dT

1
(t -S)G ,

∫
t

0
S

i
dT

1
(t -S)G =K i(t)G , i =0 ,1 , …, n

　　注 3:定理 2考虑的是关于时间的多项式函数

h(t)的控制 。这种函数很重要 ,因为当 n ※∞时 ,它

可以在 L
2
(0 , t1)空间上近似任何函数 。

注4:类似地也可以讨论能控对域 , 而且定理

1和定理 2可以被应用到 x1(t , ζ)|Γ= u(t , ζ)这

种情形上 ,此时条件(8)和 C2 或 C′2也相应地有所

改变 。

令:

y =Fλ(t 1)(x11),

f =A0Fλ(t1)T
1
(t 1)x10

从 C1 , C2 , C及Fλ(t1)的定义和定理1的证明 ,我们

知道:

对任何给定的 x10 ,由 u(t)=x2(t)g , g ∈ U所

得到的能控对域是:

C10 ={x11 ∈ X1:x11 =F
-1
λ(t 1)y , A0 y = f ,

 y
 νΓ

=g -
 Fλ(t 1)T

1
(t1)x10

 ν Γ
,

 g ∈ U , λ∈ ρ(A1)且 λ≠0}

由以上可得到如下结果 。

推论 1　在定理 1 的假设下 , 若 C10 =X 1 或

C10 在 X1 中稠密 ,则系统(4)精确能控或近似能控。

类似地 ,令:

y =K
-1
c (t 1)(x11),

f =A0K
-1
c (t 1)T

1
(t1)(x10)

C′10 ={x11 ∈ X1 ,

x11 =Kc(t 1)y , A0 y = f ,

 y
 νΓ

=g -
 K

-1
c (t1)T

1
(t 1)x10

 ν Γ
,  g ∈ U

S ={∪
c
C′10 , C ∈ R

n+1
,  n},

S′= lim
n ※∞
{∪

c
C′10 ,C ∈ R

n+1
}

还可以得到以下推论 2。

推论2　在定理 2的假设下 , 若 S =X 1或 S在

X 2 中稠密 ,则系统(4)精确能控或近似能控 。

注 5:沿着这个研究框架可以把引理(1)中的

i =2拓广到 i =n的情形 。

2　在边界控制下半线性系统的能控性

在边界控制(15)下 , 考虑如下系统:

dx1(t , ζ)
dt

=A1 x1(t , ζ)+N(x1(t , ζ)),

x1(0 , ζ)= x 10(ζ),
dx1(t , ξ)

dν Γ
=u(t , ξ)

(16)

设在第 1部分中基本假设和记号成立。

令 N(x1(t))=N(x1(t , ·)), 系统 (16)可写

为:

d x1(t)
dt =A1 x1(t)+N(x1(t)),

x1(0)= x10

(17)

在第1部分假设 (1)基础上进一步假设:

(2)在式 (15)的前提下 , 式 (17)所对应的

线性系统对任何初始时间 t0 >0 ,(t0 < t 1)是近似

能控的 。

(3)非线性映射 N:X 1 ※X1 满足:

‖N(x 11)-N(x12)‖ ≤K ‖x11 -x12 ‖ ,

 x 11 , x12 ∈ X 1

其中 , 常数 K 独立于 x 11 , x12 。
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定理3　在定理2及假设(2)和假设(3)下 ,当 u

∈ L
2
(0 , t1;U)时 ,系统(17)是近似能控的 ,其中 u

是多项式型。

证明　由引理 1得:

x1(t)=T
1
(t)(x10 -Fx20)+FT

2
(t)x20 +

∫
t

0
T
1
(t -s)(-FA2 T

2
(s)x20)d s+

∫
t

0
T
1
(t -s)N(x1(s))ds = x1(t , x10 , u),

t ∈ [ 0 , t1 ] (18)

令 y(t)是系统(17)的相应线性系统的解 ,

y(t)=T
1
(t)(x10 -Fx20)+FT

2
(t)x20 +

∫
t

0
T
1
(t -s)(-FA2 T

2
(s)x20)ds = y(t , t 0 , y0 , u)

(19)

其中 , 0 ≤ t 0 ≤ t ≤ t1 , 令 τn =(1 -2
-n
)t1 而且

‖T
1
(t)‖ ≤M(t ∈ [ 0 , t1 ])。

由假设(2)知道 ,对任意给定的 x11 ∈ X1和ε>

0 ,存在 v0 ∈ Uad(由(15)式给出)使得:

‖y(t 1 , t0 , x10 , v0)-x11 ‖ <
ε

2exp(MKt1)

且令 z 1 = x1(τ1 , x10 , v0)。

再由假设(2)知道 ,对 z1 ∈ X1和ε>0 ,存在 v1

∈ Uad(由(15)给出)使得:

‖y(t 1 , τ1 , z1 , v1)-x11 ‖ <
ε

2exp(MKt 1)

并令 z 2 = x1(τ2 , x10 , u1),其中

u1(t)=
v0(t) 0 ≤ t ≤τ1

v1(t) τ1 ≤ t ≤ t 1

重复以上步骤 , 得到

‖y(t 1 , τn , zn , vn)-x11 ‖ <
ε

2exp(MKt 1)
,

n =1 ,2 , …

其中 , zn = x1(τn , x10 , vn-1)并且

un(t)=
vn-1(t) 0 ≤ t ≤τn

vn(t) τn ≤ t ≤ t1

n =1 ,2 , …

从(18)和(19)式以及应用 Gronwall 不等式 , 可得

到:

‖x1(t)-x11 ‖ ≤

exp(MKt1)[ ‖y(t , τn , zn , vn)-x11 ‖ +

M(‖N(0)‖ +K ‖ x11 ‖(t -τn)] ≤

ε
2 +M(‖N(0)‖ +K ‖x11 ‖)(t -τn)

所以 ,  n =m >0和 u(t)=um(t)使得

‖ x1(t 1)-x11 ‖ ≤ε

而且 u(t)∈ L
2
(0 , t1;U),是多项式型的 。证毕 。

3　一个公开问题

在第2部分的讨论中 , 假设(2)是关键性的 ,若

能回答在什么条件下 ,以(15)为前提当 n ※∞时 ,

系统(17)所对应的线性系统对任何初始时间 t 0 >

0 ,(t 0 <t 1)是近似能控的 ,则是最为重要的 ,这是一

个公开问题 。
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Abstract:Based on the methods of system decomposition , the controllability of linear distributed parameter system via

the controllable pair region is discussed under two kinds of boundary control.An example is given to indicate the

application of the results.Furthermore , the approximate controllability of semi_linear distributed parameter system is

studied under such kinds of boundary control.
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