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摘　要:利用高阶剪切变形理论和变分原理, 建立了复合材料层合梁脱层附加状态的高阶模型, 并提出了相应

的解析解法, 与二维有限元的数值结果的比较表明, 这里的高阶模型具有较好的精度。
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　　脱层分析对于复合材料层合结构的剩余强度估

计及破坏预报具有重要的意义 。然而由于问题本身

的复杂性, 目前这方面的研究还不很完善, 研究工

作主要集中在浅埋的一维贯穿脱层和轴对称脱层问

题, 分析的重点主要是脱层子层的屈曲失稳时的几

何非线性行为 、 临界荷载的确定以及脱层的扩展行

为等几方面, 可参见文 [ 1] 的综述。在脱层分析

的理论和数值模型中, 各种板壳理论被广泛采用,

并且随着从经典板壳理论
[ 2]
向一阶

[ 3]
及三阶

[ 4]
剪切

理论的发展, 分析的精度也在不同程度上得到了提

高。

脱层在层合结构中所引起的应力变化, 是一个

具有十分重要意义的问题, 但有关的理论分析并不

多见 。由于在脱层前沿应力的变化十分剧烈, 一阶

或三阶剪切理论均无法给出令人满意的精度 。文

[ 5] 对芯层采用更高阶的剪切理论模型分析了夹层

梁的脱层问题, 取得了十分好的效果。本文对层合

梁脱层的邻层采用较高阶次的剪切变形理论, 建立

了脱层附加状态的微分方程, 并求出了相应的关于

厚度坐标的任意次多项式解答 。与二维有限元数值

结果的比较表明, 较高次的多项式解答具有较好的

精度, 并能较好地反应脱层前沿的应力集中现象 。

本文研究方法适用于复合材料层合梁任意长度和深

度的脱层问题。

1　脱层附加状态及基本假设

不失一般性, 考虑三层的层合梁的脱层问题

(图 1) 。假设由上至下三层的杨氏模量 、剪切模量

和厚度分别为 E1 , E2 , E3;G1 , G2 , G3 和 h 1 , h 2 , h 3 。

现假设第 1 、 2层之间存在一长度为 2a 的脱层

区, 脱层区将整个梁分为脱层段和未脱层段 。根据

叠加原理, 含脱层的层合梁在外载作用下的状态

(真实状态, 见图 1a) 可分解为如下 2个状态的叠

加
[ 5, 6]
:

( 1) 基本状态 (图 1b) :层合梁不含脱层区 、

承受真实状态的横向载荷;

( 2) 附加状态 (图 1c) ;含脱层的层合梁, 不

承受横向载荷, 而在上下脱层界面上作用着一对剪

应力, 它们与基本状态 (图 1b) 中相应位置的剪

应力大小相等, 方向相反。

图 1　状态分解示意图

Fig.1　The scheme of state decompsiton

基本状态不涉及脱层问题, 其分析方法已经比

较成熟, 而附加状态则能反映由脱层所引起的 “额

 收稿日期:2003-07-10

基金项目:国家自然科学基金资助项目 ( 19902022);广东省自然科学基金资助项目 ( 031552)

作者简介:肖成锋 ( 1978年生) , 男, 研究生;通讯联系人:富明慧 ;E_mail:stsfmh@zsu.edu.cn

　
第 43 卷　第 3 期

2004年　5 月
中山大学学报 (自然科学版)

ACTA　SCIENTIARUM　NATURALIUM　UNIVERSITATIS　SUNYATSENI

Vol.43　No.3
May　2004

　



外” 变化, 因而是本文研究的重点 。

　　根据剪切变形理论, 各层内的位移场可表达为

u i =∑
n

i

k=0
αi, k z

k
, 　i =1, 2, 3, ni ≥3

w 1 =w2 =w3 =w ( x) ( 1)

其中, αi, k ( 1 ≤ i ≤3, 0 ≤k ≤ni ) 是描述第 i 层轴

向位移的广义坐标, w ( x) 是挠度 。

根据上述位移表达式, 各层内的应变和应力场

可表达为

εi =u′i , γi =w′+
dui

dz
　i =1, 2, 3 ( 2)

σi =E iεi , τi =Giγi 　i =1, 2, 3 ( 3)

其中, εi , γi 分别为第 i 层的正应变和剪应变,而 σi ,

τi 分别为第 i 层的正应力和剪应力 。本文中符号“′”

和“″” 分别表示对坐标的一阶和二阶导数 。

由于附加状态是自平衡状态, 因此在任意横截

面 (包括脱层段) 上的总弯矩 Q恒为零:

Q =∑
3

i=1∫
zh

i+1

zh
i

τi dz =0 ( 4)

其中 , zh 1 =-h 1-h 2 2, zh 2 =-h 2 2, zh 3 =h2 2,

zh 4 =h 3 +h 2 2。

2　控制方程及定解条件

下面首先建立未脱层段 (以右侧未脱层段为

例) 的微分方程 。在未脱层段, 相邻层间存在如下

位移及剪应力连续条件:

u 1 ( x , -h 2 2) =u 2 ( x , -h 2 2) ,

τ1 ( x, -h 2 2) =τ2 ( x, -h 2 2) ( 5)

u 3 ( x , h 2 2) =u 2 ( x , h2 2) ,

τ3 ( x, h 2 2) =τ2 ( x, h 2 2) ( 6)

此外, 在层合梁的上下表面, 还应该满足剪应力为

零这一条件, 即

τ1 ( x, -h 1 -h 2 2) =0, τ3 ( x, h 3 +h 2 2) =0( 7)

　　为方便推导, 不妨将脱层段与未脱层段的交界

面 x=a 处的边界视为位移边界 (这并不会影响变

分后所得到的区间 a < x <a +c 上的微分方程,

而仅影响 x =a 的边界条件, 而这个边界条件本文

将用另外的方法给出) , 则右侧未脱层段的系统总

势能为

Π=
1
2∫

a+c

a
∑
3

i=1∫
zh

i+1

zh
i

( σiεi +τiγi ) dz dx ( 8)

利用式 ( 4) - ( 7) 从上式中消去 α1,0 , α1, 1 , α1, 2 ,

α3, 0 , α3, 1 , α3, 2 , w, 并将余下的 m =n 1 +n 2 +n 3 -3

个未知量记为向量形式:

α=[ α1, 3 , α1,4 , …, α1, n
1
, α2, 0 , α2, 1 , …,

α2, n
2
, α3, 3 , α3,4 , …, α3, n

3
)
T

这样, 式 ( 8) 可转化为

Π=
1
2∫

a+c

a
[ ( ( α′)

T
Aα′+α

T
Bα] d x ( 9)

其中, A , B 均是m 阶实对称矩阵, 其形式复杂,

可用Mathematica软件给出。对式 ( 9) 变分得

Aα″=Bα ( 10)

这就是脱层附加状态的未脱层段的微分方程, 它可

用常规方法求解。

在脱层段, 第 2 、 3 层间的位移与应力连续条

件 ( 6) 、 ( 7) 仍然成立, 但第 1 、 2层间不再连续,

式 ( 5) 应代之以如下条件

τ1 ( x, -h 2 2) = τ,

τ2 ( x, -h 2 2) = τ ( 11)

脱层段的系统总势能为

Π=
1
2∫

a

-a ∑
3

i=1∫
zh

i+1

zh
i

( σiεi +τiγi ) dzdx -

∫
a

-a
 τ( u1 -u2 ) dx ( 12)

上式最后一项是脱层面上的已知剪应力所对应的外

力势能 。上式仍然不考虑 x±a 边界的外力势能 。

利用式 ( 4) 、 ( 6) 、 ( 7) 及 ( 11) , 依次从上式

中消去 w, α3, 0 , α3, 1 , α1, 2 , α3, 2 , α1, 1 , α2, n
2
, 然

后再将余下的 m 个未知量记成向量形式 (注意

α1, 0未被消去) :

 α=[ α1, 0 , α1, 3 , α1,4 , …, α1, n
1
, α2, 0 , α2,1 , …,

α2, n
2
-1 , α3, 3 , α3, 4 , …, α3, n

3
)
T

然后对式 ( 12) 变分, 可得

δΠ=∫
a

-a
[ δ( α′)

T
 A α′-

 τ′ S ) +δ α
T
( B α- τ T) ] dx ( 13)

其中,  A ,  B 均是m 阶实对称矩阵。对上式第 1项

分部积分, 再由 δ α的任意性, 得

 A α″- B α= τ″S - τ T ( 14)

这就是脱层附加状态脱层段的微分方程。

现在给出脱层段与未脱层段联合求解的定解条

件:

( 1) 附加状态中, 梁的两端均为自由边界, 因

而此处的应力应为零。

( 2) 在脱层与未脱层段的交界面 x =±a 应给

出衔接条件 。由于脱层前沿的应力具有奇异性, 有

限次的多项式解答应仅适用于除裂纹尖端的一个小

邻域 ( -h 2 2-δ, -h 2 2+δ) 以外的区域
[ 5]

, 参

数 δ的选择与多项式解答的次数有关, 多项式次

数越高 (解答精度越高) , 则 δ应越小 。类似于文
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[ 5] , 本文给出如下的衔接条件:在横截面上高应

力区 ( -h 2 2-δ, -h 2 2+δ) 以外部分取若干等

分点, 令分点处的正应力和轴向位移连续。这样的

定解条件可多给一些, 然后按最小二乘法求解。

3　实例分析

在实例分析中, 考虑附加状态脱层面上已知剪

应力  τ=1这一情况, 此时附加状态关于 z 轴是反

对称的。本文仅考虑右半部分, 且采用无量纲计

算。取脱层半长度 a =1.5, 未脱层段长度 c =6。

三层的杨氏模量 、剪切模量和厚度分别为 E 1=2E2

=E3=2, G1 =2G2 =G3 =0.8, h 1 =0.5h 2 =h 3 =

1。

由于上述问题无法得到精确解, 因此将本文结

果 (虚线) 与采用精化网格的二维有限元的数值结

果 (实线, 每层网格均为 251×51) 进行比较, 以

检验本文模型的精度 。

图2为裂纹尖端 x =1.5左右邻近截面上的正

应力分布 (阴影面积向右的为正, 反之为负, 图下

方坐标表示截面位置, 应力值按比例 1∶8 绘制) 。

可以看出, 解析解与数值解能比较好地吻合, 而且

距离裂纹尖端越远, 二者吻合得越好。此外, 第 1

层内的正应力沿厚度分布基本是线性的, 这证明许

多研究工作中对脱层子层采用一阶剪切变形理论这

一方法是合理的。图 3为裂纹尖端 x =1.5左右邻

近截面上的剪应力分布 (应力值按比例 1∶4绘制) 。

可以看出, 解析剪应力的精度没有解析正应力的精

度高, 在脱层前沿尤其如此 。但随着远离脱层前

沿, 解析解的精度迅速提高。

图 2　脱层前沿附近横截面上的正应力分布

Fig.2　Normal stresses distribution at cross

section near delamination tip

图 3　脱层前沿附近横截面上的剪应力分布

Fig.3　Shear stress distribution at cross

section near delamination tip

图 4为第 1 、 2层之间的剪应力分布。可以看

出, 脱层前沿的应力间断在本文解析解中得到了很

好的体现。图5为附加状态的挠度 (实线为第 2层

中面的数值解挠度) , 解析解与数值解同样吻合得

相当好 。

　　研究还表明, 更高次的多项式解答能提供更精

确的解析解 。

图 4　第 1、 2层间剪应力

Fig.4　Shear stress between the first and second layers

图 5　挠曲线

Fig.5　Deflection curve
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