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摘　要:用Mathematica实现杨路 、 张景中等提出的关于多项式代数方程根的完全分类的算法, 并介绍了其在代

数及常微分方程中的应用。
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1　多项式代数方程根的完全分类简介

实系数代数方程实 、 虚根分类的判定问题, 是

代数学基本的经典问题之一
[ 1,2]

, 在数学其他分支

和计算机自动推理 、 数学机械化以及技术和工程学

科的智能化等领域都有重要的应用 。

阿贝尔 ( 1802-1829) 曾证明, 对 n 次的实系

数代数多项式

f ( x ) = x
n
+a1 x

n-1
+…+an-1 x +an ,

a1 , …, an 为实参数 ( 1)

当 n ≥5时, f ( x) =0没有显示的公式解 。因此,

对高次的代数多项式方程, 人们关注的不是求它的

根的显示表达式, 而是通过对由方程系数组成的多

项式判别系统进行研究, 从而了解解的性态, 比如

判定实根 、虚根个数及其重数等问题。

对一个给定的多项式代数方程, 斯图姆给出了

判定其实根个数的算法。但是当 n≥7时, 对文字

系数的多项式代数方程, 由于斯图姆组的计算非常

困难, 斯图姆算法并不适用
[ 3]
。

杨路等
[ 1]
给出了一个关于文字系数多项式实根

个数的显式判定算法, 提出多项式判别矩阵的概念

和由它产生的多项式判别系统的概念。在此基础

上, 给出了多项式判别序列的符号修订表的变号数

与多项式互异实根个数之间的对应关系, 给出了实

根重数的显式判准以及在给定区间内多项式实根个

数的显式判准, 并给出了一个产生判别矩阵和判别

式序列的简短的 Maple程序, 作出了 5次和 6次多

项式方程根的完全分类的例子 。

当多项式的次数增大时, 由于判别过程变得非

常复杂, 判别系统的计算量也非常之大, 怎样用程

序方便快捷地实现文[ 1]的算法是个很现实的问题。

本文作者编写了一个 Mathematica 软件包来实现文

[ 1, 2] 中的算法, 给出了多项式代数方程根的完

全分类判定和正根分布的判定, 同时举例说明在代

数几何和常微分方程定性理论中的应用。考虑到目

前国内使用Mathematica软件非常普遍, 而使用 Ma-

ple软件的人较少, 本文的工作将会给使用 Math-

ematica的数学工作者带来方便 。

2　多项式代数方程根的完全分类和
Mathematica软件包

　　多项式判别系统 、 判别序列 、重因子序列 、判

别序列的符号表和符号修订表, 以及符号修订表的

变号数的概念如文[ 1]和文[ 3]第6章中所定义 。对

实系数多项式代数方程有如下根的完全分类判别定

理
[ 1, 3]
:

判别定理　设 σ0 =1, σi =Dqi 是n 次多项式

f ( x ) 的判别多项式序列 D1 ( f ) , D2 ( f ) , …, Dn ( f ) 中

第 i个不等于零的项( i =1, …, k ) 。又设 si =qi+1 -

qi -1( i =0, 1, …, k -1;q0 =0) , 判别式序列的符

合修订表的变号数为 v 。如果 Dl ( f ) ≠0, Dm ( f ) =

0( m > l ) ,那么 ① f ( x) 的互异共轭虚根对的数目

为 v ;② f( x) 的互异实根的个数为 l -2v ;③α是

f ( x )的 m重根,当且仅当α是重因子序列Δn-l ( f) 的

m -1重根 。

本文的 Mathematica 软件包可以用于多项式代

数方程根的完全分类判定和正根分布的判定。
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对任意一个 n次实系数多项式 f ( x) , 软件包中

函数Sys1[ f , x] 可以给出其重因子序列, 函数 Sys2

[ f , x]可以给出其判别式序列 。从而可以给出 f ( x )

的判别系统。

若要得到 f ( x )的正根分布的判定, 只需考虑函

数 g ( x) =f ( x
2
) 。f ( x )的正根个数为 g ( x)的实根

个数的一半。

软件包名为 “discr1”, 程序如下:
BeginPackage[ “discr1′”]

De::usage=“ De[ f, x, k] gives the k-th discriminant of f( x) .”

Dl::usage=“Dl[ f, x, k] gives the k-th multiple factor of f( x) .”

Sys1::usage=“Sys1[ f, x] gives the multiple factor sequence of

f( x) .”

Sys2::usage=“Sys2[ f, x] gives the discriminant sequence of f( x) .”

Begin[ “`Y' ”]

a[ f_, x_, n_, i_] :=Coefficient[ f, x, n-i] ;

F[ f_, x_, i_, j_] :=Module[ {g, n}, g=D[ f, x] ;n=Exponent[ f, x] ;

a[ f, x, n, i] ＊a[ g , x, n, j] -a[ g, x, n, i] ＊a[ f,

x, n, j] ] ;

c[ f_, x_, i_, j_] :=Sum[ F[ f, x, m-1, i+j-m+1+1] ,{m, 1,

Min[ i, j] +1}] ;

dd[ f_, x_, k_, t_, i_, j_] :=c[ f, x, i-1, j-1] ;1<=j<=k-1;

dd[ f_, x_, k_, t_, i_, j_] :=Module[{n}, n=Exponent[ f, x] ;

c[ f, x, i-1, k+t-1] ;j>=k&&k<=k+t<=n] ;

bz[ f_, x_, k_, t_] :=Det[ TableForm[ [ Table[ dd[ f, x, k, t, i, j] ,

{i, 1, k},{j, 1, k}] , TableDepth->1] ] ;

Dl[ f_, x_, k_] :=Module[ {n}, n=Exponent[ f, x] ;Sum[ bz[ f, x, n

-k, t] ＊x ( k-t) ,{t, 0, k}] ] ;

De[ f_, x_, k_] :=Det[ TableForm[ Table[ c[ f, x, i, j] ,{i, 0, k-1},

{j, 0, k-1}] , TableDepth->1] ] ;

Sys1[ f_, x_] :=Module[{n}, n=Exponent[ f, x] ;Table[ Dl[ f, x,

k] ,{k, 0, n-1}] ] ;

Sys2[ f_, x_] :=Module[ {n}, n=Exponent[ f, x] ;Table[ De[ f, x,

k] ,{k, 1, n}] ] ;

End[ ]

EndPackage[ ]

使用时先调入软件包“discr1”,输入实系数多项

式 f ( x) , 然后运行 Sys1 [ f , x] 和 Sys2 [ f , x] , 就可

以得到 f ( x ) 的重因子序列和判别式序列。然后根据

判别定理,可以得到 f ( x) 的根的完全分类。如定义

g ( x) =f ( x
2
) , 则运行Sys1 [ g , x] 和Sys2 [ g, x] 后

得到 g( x ) 的重因子序列和判别式序列, 而 f ( x ) 的

正根个数为 g ( x) 的实根个数的一半 。

例如,对 7次实系数多项式

f ( x) = x
7
+a1 x

6
+a2 x

5
+a3 x

4
+

a4 x
3
+a5 x

2
+a6 x

在Matnematica4.0中输入

f = x
7
+a1 x

6
+a2 x

5
+a3 x

4
+

a4 x
3
+a5 x

2
+a6 x

再执行上面的软件包, 之后分别运算 Sys1[ f , x ]和

Sys2[ f , x] , 就可以得到 f ( x )的重因子序列和判别

式序列。然后根据文[ 1] 的判别方法, 可以得到

f ( x )的根的完全分类判定结果。

3　应用举例

3.1　多项式根的分类判定在代数几何方面的应用

对一个数字系数的多项式, 利用上面的软件包

可以方便地求出其判别多项式的符号表, 进而可以

直接利用文[ 1]的判别方法,得到根的判定结果 。对

一个文字系数的多项式, 用上面的程序得到一个多

项式的根的完全分类结果之后, 可以将此结果应用

到很多方面.最直接的应用是代数几何方面的命题。

例1　设 f ( x) = x
20
-x

2
-x +1, 试求其实根

和虚根的个数和重数。

执行Mathematica 软件包“discr1”, 函数 Sys2 [ f ,

x] 给出的 f ( x) 的判别式序列的符号表为{1, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, -1, -1},符号修订

表为{1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, 1,

-1, -1, 1, 1, 1, -1, -1}, 符号修订表的变号数为

9,所以 f ( x) 有 9对共轭虚根, 2个实根,所有的根都

是单根 。

例2　(  x) x
6
+ax

3
+bx +c ≥0,试求参数 a,

b, c应该满足的条件 。

设 f ( x ) = x
6
+ax

3
+bx +c,则该命题等价于

求 f ( x) 没有实根或各实根的重数都是偶数的条件。

执行软件包“Discr1”, 函数 Sys2 [ f , x] 给出 f ( x ) 的

判别式序列如下:

{1, 0, -a
2
, D 4 , D5 , D 6} ( 2)

其中, D 4 =-a
2
( a

2
-4c) ,

D 5 =b( 27a
5
+625b

3
-378a3 c +1 080ac

2
) ,

D 6 = 108a
5
b

3
+3 125b

6
-1 350a

3
b

3
c +

729a
9
c

2
+27 000ab

3
c

2
-8 748a

4
c
3
+

34 992a
2
c
4
-46 656c

5
,

这样当 f ( x ) ≥0且仅当下述条件之一成立:

①a ≠0, a
2
>4c , D5 =0, D6 =0, E2 ≥0;

②D5 >0, D6 =0;

③a ≠0, a
2
>4c , D6 =0;

④a ≠0, a
2
>4c , D5 >0, D6 <0;

⑤a =0, D 6 <0

其中, E2 =b( 2 160ac
2
-432a

3
c+625b

3
-27a

5
) 是

Δ2 ( f ) =( 9a
3
-36ac) x

2
+50b

2
x +3a

2
b +60bc的
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判别式。

例 3　求函数 f ( x ) =x
3
+ax

2
+bx +c的正根

分布判定 。

令 g( x) = f ( x
2
) = x

6
+ax

4
+bx

2
+c 。那么

f ( x) 的正根个数为 g( x) 的实根个数的一半。执行

软件包“Discr1”,函数 Sys2[ g, x] 给出 g ( x) 的判别

式序列如下:

{1, -a , -aA1 , A1 A2 , -A2A3 , -cA
2
3} ( 3)

其中, A1 = a
2
-3b, A2 = a

2
b -4b

2
+3ac,

A3 =-a
2
b

2
+4b

3
+4a

3
c -18abc +27c

2
。

对 g( x) 做根的完全分类判定, 可以得到 f ( x)

的正根分布情况如下:

①当且仅当判别式序列( 3) 的符号修订表为

{1, 1, 1, 1, 1, 1}时, f ( x) 有 3个单正根;

②当且仅当判别式序列( 3) 的符号修订表为下

列之一时, f ( x) 有 2个单正根:

{1, -1, -1, -1, -1, -1}, {1, 1, -1, -1, -1,

-1}, {1, 1, 1, -1, -1, -1}, {1, 1, 1, 1, -1, -1},

{1, 1, 1, 1, 1, -1};

③当且仅当判别式序列( 3) 的符号修订表为下

列之一时, f ( x) 有一个单正根:

{1, -1, 1, 1, 1, 1}, {1, -1, -1, 1, 1, 1}, {1, -1, -

1, -1, 1, 1}, {1, -1, -1, -1, -1, 1}, {1, 1, -1,

1, 1, 1}, {1, 1, -1, -1, 1, 1}, {1, 1, -1, -1, -1,

1}, {1, 1, 1, -1, 1, 1}, {1, 1, 1, -1, -1, 1}, {1, 1,

1, 1, -1, 1};

④记重因子 d2 ( x) =2A
2
1 c +A1 A2 x

2
, 其判别

式序列为 h2 ={1, -cA
5
1 A

3
2}。

当且仅当判别式序列( 3) 的符号修订表为{1,

1, 1, 1, 0, 0}, h2 的符号修订表为{1, 1}时, f ( x) 有

一个单正根和一个 2重正根;

⑤记重因子 d4 ( x ) =-3c -2bx
2
-ax

4
, 其判

别式序列为

h4 ={1, -a
3
b, a

3
b(-b +3ac) , a

3
c(-b

2
+3ac)

2
}

记 d4 ( x) 的重因子 d42 ( x) =-a
3
( 3c +bx

2
) , 其判

别式序列为

h42 ={1, -a
12
b

3
c}

　　当且仅当判别式序列( 3) 的符号修订表为{1,

1, 0, 0, 0, 0}, h4 的符号修订表为{1, 1, 0, 0}, h42 的

符号修订表为{1, 1}时, f ( x) 有一个 3重正根。

3.2　多项式根的分类在常微分方程中的应用

在多项式微分方程中遇到的奇点分岔问题, 可

以用多项式根的完全分类来辅助解决。

例4　求
dx
dt
=λ1+λ2 x-x

3
的奇点分岔 。

令 f ( x ) =λ1+λ2 x-x
3
,由上述程序中的函数

Sys2 [ f , x] 给出的 f ( x ) 的判别式序列为{1, λ2 ,

-27λ
2
+4λ

3
2}。记D3 =-27λ

2
+4λ

3
2 , f ( x) 的根的完

全分类情况为:

①当且仅当 λ2 >0, D 3 >0时, f ( x) 有3个单

实根;

②当且仅当 λ2 >0, D 3 =0时, f ( x) 有1个单

实根和 1个两重实根;

③当且仅当λ2 >0, D3 <0或 λ2 <0时, f ( x)

有一个单实根和一对共轭虚根;

④当且仅当 λ1 =λ2 =0时, f ( x) 有一个 3重

实根(即为原点) ;

由此可以得出 λ=(λ1 , λ2 ) 在平面上使对应的

系统成为结构不稳定的点的集合为原点 O( 0, 0) 和

由{λλ1 =±2
λ2

3

3 2

, λ2 >0}给出的2条分岔曲线

Γ+, Γ-,它们在 O点相切,并形成尖点。用这种方法

得到的结果与文[ 5, p19] 中的结果一致, 判别过程

非常简单明了。

例 5　求平面 7次 Hamilton向量场的全局相图

分类
[ 4]

d x
dt
=-y[ b1 , b2 ( x

2
+y

2
) +b3 ( x

2
+y

2
)

2
+

b4 ( x
2
+y

2
)

3
] +a5 ( x

7
-21x

5
y

2
+35x

3
y

4
-7xy

6
) -

b5 ( y
7
-21x

2
y

5
+35x

4
y

3
-7 x

6
y )

dy
dt
= x[ b1 , b2 ( x

2
+y

2
) +b3 ( x

2
+y

2
)

2
+

b4 ( x
2
+y

2
)

3
] +a5 ( x

7
-21x

5
y

2
+35x

3
y

4
-7xy

6
) +

a5 ( y
7
-21x

2
y

5
+35x

4
y

3
-7x

6
y)

对此系统作极坐标变换之后,利用 6次多项式代数

方程根的完全分类结果,文[ 4]讨论了该系统的奇点

个数和奇点类型,并给出了系统有49个奇点时的 14

种全局相图 。

例 6　对具有 Holling Ⅲ型功能反应的捕食-被

捕食系统
[ 6]

d x
dt
= rx -

ax
2

x
2
+β

2 ,

dy
d t
= y -d +e

ax
2

x
2
+β

2 -by

文[ 7]利用多项式根的完全分类判定方法和常微分

方程定性理论,分别得到了该系统具有一个中心 、两

个中心 、一个稳定极限环和一个不稳定极限环的条

件 。

由上述例子可以看出,多项式根的完全分类判

定为代数几何和常微分方程定性理论的研究提供了

新的方法,不但能够简化现有的方法,更重要的是它
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使人们对很复杂的系统不再望而却步, 因为现在我

们可以用这个有力的工具来方便的对其进行研究.

本文中给出的 Mathematica 软件包可以有效的实现

文[ 1, 2]中的算法, 方便使用 Mathematica 的数学工

作者 。
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·简　讯·

本刊入选 “百种中国杰出学术期刊”

据中国科技信息研究所 2002年 12月发布的信息, 《2001年度中国科技论文统

计结果》 公布了 “2001年度百种中国杰出学术期刊”, 中山大学学报 (自然科学

版) 入选其中, 是入选的 4家综合类高校学报之一。该项评定是根据该所制定的中

国科技期刊综合指标评价体系, 对期刊的被引频次 、影响因子 、即年指标 、 基金论

文比 、他引总引比等多项重要指标, 分学科进行综合评分, 并与引文数据库收录的

科技期刊进行综合评定, 这是首次评出的中国百种杰出学术期刊。

近几年来, 中山大学学报在校领导和广大教师 、 作者的支持下, 坚持办刊宗

旨, 深化改革, 办出特色, 学术质量和办刊水平有了新的提高, 多项评估指标进入

高校学报的前列。本刊的被引频次和影响因子连续多年位于中国科技期刊综合类的

前 10名 。

(本刊通讯员)
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