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摘　要:不确定模糊集是基于信息和知识的不确定性提出来的, 在处理信息系统中知识的不完善 、 不确定问题

时有其自身的优点。定义了不确定模糊集上的截集, 讨论了其性质。并在此基础上证明了不确定模糊集的分解

定理 、 表现定理和扩展定理等基本定理。
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　　1965年美国控制论专家 Zadeh教授
[ 1, 2]
提出了

模糊集的概念, 用来刻画模糊现象和模糊概念。在

当今的信息时代, 人们接触到的有些信息是确定

的, 但更多的信息是不确定的。如经济中伴随着大

量的不确定信息, 股票证券或期货市场总是处在不

确定的波动状态;某些传染性疾病的传播过程中有

很多的不确定因素。在模糊集理论的基础上, 黎永

锦和鞠实儿等提出了不确定模糊集的概念, 作为对

模糊集的推广。不确定模糊集不满足互补律, 即突

破了 μA ( x) +μ
c
A ( x) =1的框架, 从 “属于程度” 、

“不属于程度” 和 “不确定” 三个角度去刻画一个

命题的真值。这样, 不确定模糊集比模糊集更加客

观合理地描述了人的无知 。不确定模糊逻辑将能比

较合理地表达人类的思考方法和主观上的模糊量

(包含自然语言) , 如人们在遇到信息和计算能力的

限制时, 不能本源地反映事物本质特性的信息时所

做出的判断和推理。本文主要探讨不确定模糊集的

截集的有关性质 、不确定模糊集的分解定理 、表现

定理和扩展定理 。

1　不确定模糊截集

不确定模糊集 A由3个变量确定, 对于论域 X

中的一点 x , x 属于A的程度为μA ( x ) =α∈ [ 0,

1] , x不属于 A程度为νA ( x ) =β ∈ [ 0, 1] , x 对A

的不确定度为ηA ( x) =γ∈ [ 0, 1] , 对论域中的任一

x, 都满足 α+β +γ=1。不确定模糊集在处理信

息系统中知识的不完善 、 不确定和人的无知等问题

较粗糙集和模糊集有其自身的优点, 在模糊数学

中, 截集是模糊集和与普通集合相互转化的一个重

要概念 。在不确定模糊集上我们也将对此概念进行

推广。

定义 1　设 X 是论域, I 为单位闭区间, 即 I

= [ 0, 1] , 若映射

A:X ※( I, I , I)

x|※( μA ( x) , νA ( x) , ηA ( x) )

且 μA ( x) +νA ( x) +ηA( x) =1,则称 A为X上的不

确定模糊集, X 上不确定模糊集全体记为UF ( X) 。

由于 μA ( x) +νA ( x ) +ηA ( x ) =1,因此可将不确定

模糊记为(μA( x) , 1-μA( x) -ηA ( x) , ηA ( x) ) , 因而

有时也可将不确定模糊简记为( μA ( x) , ηA ( x) ) 。

下面用符号( I, I) ={( a, b) :a+b ≤1, a, b ∈

I},注意( a, b) 不是表示开区间, 且 a, b 无大小关

系,仅是一种记号 。

定义2　对 at ∈ I, t ∈ T , 规定

∨
t ∈ T
a t =sup{a t , t ∈ T};

∧
t ∈T
a t = inf{at , t ∈ T}。

　　定义3　对 ( a t , bt ) ∈ ( I, I) , t ∈ T, 规定

∨
t ∈ T

( at , b t ) =[ ∨
t ∈T
at , ∧

t ∈ T
bt ] ;

∧
t ∈ T

( at , b t ) =[ ∧
t ∈T
at , ∨

t ∈ T
bt ] ;

( at , bt )
c
=( 1 -a t -bt , bt ) 。

　　定义4　对 ( a i , bi ) ∈ ( I, I) , i =1, 2, 规定

( a1 , b1 ) =( a2 , b2 )  a1 =a2 , b1 =b2;

( a1 , b1 ) ≤( a2 , b2 )  a1 ≤a2 , b1 ≥b2;
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( a1 , b1 ) <( a2 , b2 )  ( a1 , b1 ) ≤ ( a2 , b2 )

且( a1 , b1 ) ≠( a2 , b2 )

　　定义 5　设 At ∈ UF( X) , t ∈ T,  x ∈ X , 规

定:

∪
t ∈T
At : ∪

t ∈T
At ( x) =∨

t ∈ T
At ( x)

∩
t ∈T
At : ∩

t ∈T
At ( x) =∧

t ∈ T
At ( x)

A
c
t :( A

c
t ) ( x ) =( A t ( x ) )

c

At
1
 At

2
 A t

1
( x ) ≤A t

2
( x ) , t 1 , t 2 ∈ T

At
1
=At

2
 A t

1
( x ) =A t

2
( x ) , t 1 , t 2 ∈ T

　　定义 6　对 A ∈ UF( X ) , 设 A( x ) = ( a
μ
( x ) ,

b
η
( x) ) , x ∈ T , 称普通模糊集

A
μ
:X ※ I, x |※A

μ
( x) =a

μ
( x) ,

A
η
:X ※ I, x|※A

η
( x) =a

η
( x ) 。

　　分别为 A 的确定模糊集和不确定模糊集, 且以

后记 A( x) =( A
μ
( x) , A

η
( x) ) ,且 A

μ
( x) +A

η
( x ) ≤

1, 若 A
η
( x ) =0, A退化为普通模糊集 。

定理 1　设 At ∈ UF( X ) , t ∈ T,则

( 1) ∪
t ∈ T
At

μ
=∪
t ∈ T
A
μ
t ;∪

t ∈ T
At

η
=∩
t ∈ T
A
η
t ;

( 2) ∩
t ∈ T
At

μ
=∩
t ∈T
A
μ
t ∩

t ∈ T
A t

η
=∪
t ∈T
A
η
t ;

( 3) ( A
c
t )
μ
=( A

μ
t )

c
-A

η
t , ( A

c
t )
η
=A

η
t 。

定义 7　设 A ∈ UF( X) , (λ1 , λ2 ) ∈ ( I, I ) , 集

合

A (λ
1

,λ
2
) ={x ∈ X :λ1 ≤A

μ
( x) , λ2 ≥A

η
( x )}

A (λ
·1

,λ
·2

) ={x ∈ X :λ1 <A
μ
( x) , λ2 >A

η
( x )}

分别称为 A的(λ1 , λ2 )_截集和(λ
·

1 , λ
·

2 )_截集。

下面讨论 A( λ
1
, λ

2
) 和 A( λ

·1
, λ
·2

) 的性质。

性质 1　设 A ∈ UF ( x) , (λ1 , λ2 ) ∈ ( I, I) ,则

A (λ
·

1
, λ
·

2
)  A( λ

1
, λ

2
) ;

A (0, 1) =X 且 A( 1
·
, 0
·
) = Υ。

　　性质 2　设 A ∈ UF ( X ) , ( λ1 , λ2 ) , ( λ3 , λ4 ) ∈

( I, I ) ,且(λ1 , λ2 ) <(λ3 , λ4 ) , 则

( 1) 　　 A( λ
3
, λ

4
)  A( λ

1
, λ

2
) ;

( 2) 　　A (λ
·

3
, λ
·

4
)  A (λ

·
1
, λ
·

2
) ;

( 3) 　　A (λ
3
, λ

4
)  A (λ

·1
, λ
·2

) 。

　　证明　只证结果 ( 3) , 其它类似可证 。

若  x ∈ A (λ
3
, λ

4
) , 则 A

μ
( x) ≥λ3 , 且 A

η
( x ) ≤

λ4 , (λ1 , λ2 ) <( λ3 , λ4 ) , 因而 λ3 >λ1 , λ4 <λ2 , 从

而 A
μ
( x ) ≥λ3 >λ1 , A

η
( x) ≤λ4 <λ2 ,因此,有 x ∈

A ( λ
·

1
,λ
·

2
) ,所以 A ( λ

3
,λ

4
)  A (λ

·
1

,λ
·

2
) 。

性质 3　设 A, B ∈ UF( X) , (λ1 , λ2 ) ∈ ( I, I ) ,

则

( 1) ( A ∪ B ) (λ
1

,λ
2
) =A (λ

1
,λ

2
) ∪ B ( λ

1
, λ

2
) ∪ ( A

μ
λ

1

∩ B
η
λ
2
) ∪ ( B

μ
λ

1
∩ A

η
λ

2
) ;

( 2) ( A ∪ B ) (λ
·

1
,λ
·

2
) =A (λ

·
1

,λ
·

2
) ∪ B ( λ

·
1
, λ
·

2
) ∪ ( A

μ
λ
·

1

∩ B
η
λ
·2

) ∪ ( B
μ
λ
·1
∩ A

η
λ
·2

) ;

( 3) ( A ∩ B ) (λ
1
, λ

2
) =A (λ

1
, λ

2
) ∩ B ( λ

1
, λ

2
) ;

( 4) ( A ∩ B ) (λ
·1

, λ
·2

) =A (λ
·1

, λ
·2

) ∩ B ( λ
·1

, λ
·2

) 。

性质4　设 At ∈ UF ( X ) , t ∈ T , 则

( 1) ∪
t ∈T
At ( λ

1
, λ

2
)  ∪

t ∈T
At ( λ

1
, λ

2
) ;

( 2) ∪
t ∈T
At ( λ

·1
, λ
·2

)  ∪
t ∈T
At ( λ

·1
, λ
·2

) ;

( 3) ∩
t ∈T
At ( λ

1
, λ

2
) =∩

t ∈T
At ( λ

1
, λ

2
) ;

( 4) ∩
t ∈T
At ( λ

·1
, λ
·2

)  ∩
t ∈T
At ( λ

·1
, λ
·2

) 。

性质 5　设 A ∈ UF( X) , ( λ1t , λ2t ) ∈ ( I , I) ,

t ∈ T, 则

( 1) A ( ∨
t ∈ T
λ

1t
∧
t ∈ T
λ

2t
) =∩

t ∈T
A( λ

1t
, λ

2t
) ;

( 2) A ( ∧
t ∈ T
λ

1t
∨
t ∈ T
λ

2t
)  ∪

t ∈T
A( λ

1t
, λ

2t
) 。

性质6　设 A ∈ UF ( X) , (λ1 , λ2 ) ∈ ( I , I)

( 1) A( λ
1
, λ

2
) = ∩

α
1
<λ

1
α

2
>λ

2

A( α
·1

, α
·2

) ( λ1 ≠0, λ2 ≠1) ;

( 2) A( λ
·1

, λ
·2

) = ∪
α

1
>λ

1
α

2
<λ

2

A( α
1
, α

2
) ( λ1 ≠1, λ2 ≠0) 。

2　不确定模糊集的分解定理

分解定理反映了模糊集与普通集的相互转化关

系, 不确定模糊集上的分解定理则反映了不确定模

糊集与普通集的相互转化关系。

定义 8　设 A ∈ UF( X ) , ( λ1 , λ2 ) ∈ ( I , I) ,规

定(λ1 , λ2 ) A ∈ UF ( X) 为

( (λ1 , λ2 ) A) ( x ) ) =

( (λ1 , λ2 ) ∧ ( A
μ
( x) , A

η
( x) =

( λ1 ∧ A
μ
( x ) , λ2 ∨ A

η
( x) )

　　定理 2　设 A, B ∈ UF ( X) , (λ1 , λ2 ) , ( λ3 , λ4 )

∈ ( I , I) ,则

( 1) 如果 (λ1 , λ2 ) < ( λ3 , λ4 )  ( λ1 , λ2 ) A  

( λ3 , λ4 ) A;

( 2) 如果 A  B  ( λ1 , λ2 ) A  (λ1 , λ2 ) B 。

定理3　 (分解定理Ⅰ ) 设 A ∈ UF ( X ) ,则

A = ∪
( λ

1
, λ

2
) ∈ ( I, I)

(λ1 , λ2 ) A (λ
1

,λ
2
) =

∪
(λ

1
, λ

2
) ∈ ( I, I)

( λ1 , λ2 ) A( λ
·1

, λ
·2

)

　　定理 4　 (分解定理 Ⅱ) 设 A ∈ UF ( X ) , R0为

[ 0, 1] 上的有理点集, 则

A = ∪
( r

1
, r

2
) ∈ ( R

0
, R

0
)
( r1 , r 2 ) A( r

1
, r

2
) =
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∪
( r

1
, r

2
) ∈ ( R

0
, R

0
)
( r 1 , r2 ) A ( r

·
1
, r
·

2
)

　　推论 1　设 A, B ∈ UF ( X ) , 则A  B的充分必

要条件为

A (λ
1
, λ

2
)  B ( λ

1
, λ

2
) , (λ1 , λ2 ) ∈ ( I, I) ;

　　或 A ( λ
·1

,λ
·2

)  B ( λ
·1

, λ
·2

) , ( λ1 , λ2 ) ∈ ( I , I) ;

或 A( r
1
, r

2
)  B ( r

1
, r

2
) , ( r 1 , r2 ) ∈ ( R0 , R0 ) 。

　　证明　只证第 1种情况, 必要性显然;

充分性, 如果 A (λ
1
, λ

2
)  B (λ

1
, λ

2
) , ( λ1 , λ2 ) ∈

( I, I ) , 由分解定理Ⅰ可知

A( x ) = ∪
(λ

1
,λ

2
) ∈ ( I, I)

( λ1 , λ2 ) A( λ
1
, λ

2
) ( x ) ≤

∪
( λ

1
,λ

2
) ∈ ( I , I )

(λ1 , λ2 ) B ( λ
1

,λ
2

) ( x ) =B ( x)

　　定理 5　 (分解定理 Ⅲ) 设 A ∈ UF( X) ,令

H:( I, I) ※P( X) ( P ( X ) 表示 X 的幂集)

(λ1 , λ2 ) |※H( λ1 , λ2 )

满足

A (λ
·1

,λ
·2

)  H(λ1 , λ2 )  A( λ
1
, λ

2
)

则( 1) A = ∪
( λ

1
, λ

2
) ∈ ( I, I)

( λ1 , λ2 ) H( λ1 , λ2 ) ;

( 2) 如果 ( λ1 , λ2 ) < ( λ3 , λ4 ) , 则 H(λ1 , λ2 )  

H( λ3 , λ4 ) ;

( 3) A (λ
1

,λ
2
) = ∩

α
1
<λ

1
α

1
>λ

2

H(α1 , α2 ) (λ1 ≠0, λ2 ≠1) ;

( 4) A (λ
·1

,λ
·2

)  ∪
α

1
>λ

1
α

2
<λ

2

H(α1 , α2 ) , ( λ1 ≠1, λ2 ≠0) 。

3　不确定模糊集的表现定理

模糊集上的表现定理以代数观点给出了用普通

集表示模糊集的方法, 由集合套而得到, 所以建立

不确定模糊集的表现定理, 首先集合套推广为二元

集合套。

定义 9　设 X是经典集合, P( X) 表X 的幂集,

映射

　　H:( I, I) ※P( X)

(λ1 , λ2 ) |※H( λ1 , λ2 )

满足

( λ1 , λ2 ) ≤(λ3 , λ4 )  H( λ1 , λ2 )  H(λ3 , λ4 )

称 H 为X 上的二元集合套, X 上的二元集合套全体

记为BK ( X ) 。

定义 10　设 H1 , H2 ∈ BK ( X) , 如果任意( λ1 ,

λ2 ) ∈ ( I , I) 有

H1 (λ1 , λ2 )  H2 ( λ1 , λ2 )

称 H1 含于 H2 ,记为 H1  H2 。

定义 11　H ∈ BK ( X ) , Ht ∈ BK ( X ) ( t ∈ T ) ,

(λ1 , λ2 ) ∈ ( I, I) , 规定

∩
t ∈ T
Ht (λ1 , λ2 ) =∪

t ∈ T
Ht (λ1 , λ2 ) ;

∪
t ∈ T
Ht (λ1 , λ2 ) =∩

t ∈ T
Ht (λ1 , λ2 ) 。

　　定理6　 (表现定理) 映射

T :BK ( X) ※DF( X)

H|※T ( H) = ∪
( λ

1
,λ

2
) ∈ ( I , I)

(λ1 , λ2 ) H(λ1 , λ2 )

则( 1) T 是满射;

( 2)  (λ1 , λ2 ) ∈ ( I , I) , ( T( H) ) ( λ
·

1
, λ
·

2
)  

H(λ1 , λ2 )  ( T( H) ) (λ
1
, λ

2
) ;

( 3)  (λ1 , λ2 ) ∈ ( I , I) , ( T( H) ) (λ
1
, λ

2
) =

∩
α

1
<λ

1
α

2
>λ

2

H( α1α2 ) (λ1 ≠0, λ2 ≠1) ;

( 4)  (λ1 , λ2 ) ∈ ( I , I) , ( T( H) ) ( λ
·

1
, λ
·

2
)  

∪
α

1
>λ

1
α

2
<λ

2

H( α1α2 ) (λ1 ≠1, λ2 ≠0) 。

4　不确定模糊集扩展原理

经典扩展原理:

f:X ※Y , x |※ f ( x ) = y

则 f 诱导出

f:P( X ) ※P ( Y )

A|※ f ( A) ={y | x ∈ A, y = f ( x)}

f
-1
:P( Y ) ※P( X)

B|※ f
-1

( B ) ={x|f ( x) ∈ B}

且

f ( A) ( y ) = ∨
f( x) =y

A( x) ,

f
-1

( B) ( x) =B( f ( x) )

　　定义12 (扩展原理) f:X ※Y , x |※ f ( x) ,则 f

可诱导出一个从 UF ( X ) 到 UF ( Y ) 的映射以及

UF ( Y ) 到 UF( X ) 的映射,

f:UF( X ) ※UF( Y )

A|※ f ( A) , 　f ( A) ( y ) = ∨
f( x) =y

A( x )

f
-1
∶UF ( Y ) ※UF( X )

B|※f
-1

( B ) , 　f
-1

( B) ( x) =B( f ( x) )

　　利用二元集合套, 还可给出扩展原理的等价形

式, 设 f:X ※Y , x|※ f ( x) 给出 A ∈ UF ( X) , 对于

 (λ1 , λ2 ) ∈ ( I, I ) ,按经典扩展原理 f ( A (λ
1

,λ
2
) ) ,由

于

( λ1 , λ2 ) <(λ3 , λ4 )  A ( λ
1

,λ
2

)  A ( λ
3

,λ
4

)  

f ( A( λ
1
, λ

2
) )  f ( A (λ

3
,λ

4
) )

因此

{f ( A ( λ
1

,λ
2

) ) |(λ1 , λ2 ) ∈ ( I, I)}

给出一个 Y 上的集合套。

扩展原理Ⅰ　设 f:X ※Y 　x|※ f ( x ) ,则 f可
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诱导出一个从 UF ( X ) 到 UF ( Y ) 的映射以及

UF( Y ) 到 UF ( X ) 的映射,

f:UF ( X ) ※UF ( Y )

A|※ f ( A) = ∪
(λ

1
,λ

2
) ∈ ( I, I)

( λ1 , λ2 ) f ( A( λ
1
, λ

2
) ) ;

f
-1
:UF ( Y ) ※UF( X )

B |※ f
-1

( B ) = ∪
( λ

1
,λ

2
) ∈ ( I , I)

(λ1 , λ2 ) f
-1

( B ( λ
1
, λ

2
) ) 。

　　定理 7　 f:X ※Y , x|※ f ( x) ,

( 1) 若 A ∈ UF ( X ) ,则

∪
( λ

1
, λ

2
) ∈ ( I, I)

(λ1 , λ2 ) f ( A ( λ
1

,λ
2

) ) ( y ) = ∨
f( x) =y

A( x)

　　 ( 2) 若 B ∈ UF ( Y ) , 则

∪
( λ

1
,λ

2
) ∈ ( I , I)

(λ1 , λ2 ) f
-1

( B ( λ
1
, λ

2
) ) ( x) =B( f ( x) ) 。

　　证明

( 1) ∪
( λ

1
, λ

2
) ∈ ( I, I)

(λ1 , λ2 ) f ( A ( λ
1

,λ
2

) ) ( y ) =

∨
( λ

1
, λ

2
) ∈ ( I, I)

( ( λ1 , λ2 ) ∧ f ( A (λ
1

,λ
2
) ) ( y ) ) =

∨
( λ

1
, λ

2
) ∈ ( I , I )

( (λ1 , λ2 ) ∧ ∨
f( x) =y

A( λ
1
, λ

2
) ( x ) ) =

∨
f( x) =y

( ∨
(λ

1
, λ

2
) ∈ ( I, I)

( ( λ1 , λ2 ) ∧ A ( λ
1

,λ
2

) ( x) ) =

= ∨
f ( x) =y

A( x)

( 2) ∪
( λ

1
, λ

2
) ∈ ( I , I )

(λ1 , λ2 ) f
-1

( B ( λ
1
, λ

2
) ) ( x) =

∨
( λ

1
,λ

2
) ∈ ( I , I)

( (λ1 , λ2 ) ∧ f
-1

( B ( λ
1
, λ

2
) ) ( x) ) =

∨
(λ

1
, λ

2
) ∈ ( I, I)

( ( λ1 , λ2 ) ∧ B (λ
1
, λ

2
) ( f ( x) ) =B( f ( x) ) 。

定理 8　(扩展原理 Ⅱ) 设 f:X ※ Y , x |※

f ( x) , 那么

( 1) 若 A ∈ UF ( X ) ,则

f ( A) = ∪
(λ

1
,λ

2
) ∈ ( I, I)

( λ1 , λ2 ) f ( A( λ
·1

, λ
·2

) ) ;

　　 ( 2) 若 B ∈ UF ( X ) , 则

f
-1

( B) = ∪
( λ

1
, λ

2
) ∈ ( I, I)

(λ1 , λ2 ) f
-1

( B (λ
·1

,λ
·2

) ) 。

　　定理 9 　 (扩展原理 Ⅲ) 设 f:X ※Y , x |※

f ( x ) ,那么

( 1) 若 A ∈ UF ( X) ,则

f ( A) = ∪
( λ

1
,λ

2
) ∈ ( I, I)

(λ1 , λ2 ) f ( HA (λ1 , λ2 ) )

A (λ
·1

, λ
·2

)  HA (λ1 , λ2 )  A( λ
1
, λ

2
) ;

　　 ( 2) 若 B ∈ UF ( X ) ,则

f
-1

( B ) = ∪
(λ

1
,λ

2
) ∈ ( I, I)

( λ1 , λ2 ) f
-1

( HB (λ1 , λ2 ) )

B ( λ
·1

, λ
·2

)  HB (λ1 , λ2 )  B ( λ
1
, λ

2
) 。
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Abstract:Uncertain fuzzy set was raised based on the uncertainty of knowledge.They have many advantages in dealing

with the imperfect and uncertain problems.The uncertain fuzzy cut set is defined;it is the generalization of fuzzy cut

sets.And then various properties are discussed, in particular, the decomposition theorem, representation theorem and

extension theorem about uncertain fuzzy sets are discussed.
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