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摘　要:提出了基于区分函数与强等价集理论的属性相对约简算法。在决策表的相对约简过程中采用区分矩阵
来表达知识 , 并在区分函数的化简过程中引进强等价集的概念 , 通过去除强等价集的方法 , 使约简效率提高。

现在已经证明 , 寻找决策表最小相对约简是典型的 NP_hard问题 , 采用本文所提供的算法可降低问题复杂度 , 同

时又可节省大量的计算存储空间。通过实例分析 , 证明该算法是求解全部属性相对约简的快速有效的方法。
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　　粗糙集理论是由波兰学者 Pawlak 于 1982年提

出的
[ 1]
, 它作为一种刻划具有不完整性和不确定性

信息的全新数学工具 , 已经成为人工智能领域的一

个新的学术热点 。其主要思想是 , 在保持知识库的

分类能力不变的前提下 , 通过属性 (知识)约简 ,

导出问题的决策或分类规则
[ 2]
。目前 , 粗糙集理论

已被成功地应用于机器学习 、 过程控制 、 决策分

析 、 模式识别与数据挖掘等领域
[ 3 , 4]
。属性约简是

粗糙集理论中的核心内容之一 。所谓属性约简 , 就

是在保持知识库分类能力不变的条件下 , 删除不相

关或不重要的冗余属性。特别是 , 当知识库中的数

据是随机采集时 , 其属性的冗余性尤为普遍 , 属性

约简就显得更为重要 。

一般来讲 , 一个知识库中的属性约简不是惟一

的 , 计算属性约简的复杂性是随着决策表的增大呈

指数增长的 , 是一个典型的 NP 完全问题
[ 5]
。当

然 , 实际问题中没有必要求出所有约简 , 通常人们

关心的是寻找知识库中所含条件属性最少的约简 ,

即最小约简。

本文首先给出了决策表中属性相对约简的概

念 , 并采用构造区分矩阵与区分函数的方法求取最

小属性相对约简 。由于约简算法的效率主要依赖于

区分函数的化简 , 计算的复杂程度也体现在对区分

函数的化简过程 , 因此本文运用了强等价集替代的

方法 , 此方法可使计算复杂性大幅度降低 , 同时也

大大提高了约简效率 。实际计算结果表明 , 该方法

可节省大量计算存储空间 , 在现有计算机硬件环境

下会使求解问题的规模增大 。

1　决策表与属性的相对约简

定义1　四元组 S =(U , A , V , f)是一个决策

表 ,其中 U表示对象的非空有限集合 ,称为论域;A

=C ∪ D , C ∩ D = , C称为条件属性集 , D 称为

决策属性集;V =∪
a∈ A

Va , Va是属性a的值域;f表示U

×A ※V是一个信息函数 ,它为每个对象的每个属

性赋予一个信息值 ,即  a ∈ A , x ∈ U , f(x , a)∈

Va 。每个属性子集 B  A决定了一个二元不可区分

关系
[ 6]
IND(B), 即:

IND(B)={(x , y)∈ U ×U| a ∈ B ,

f(x , a)=f(y , a)}

关系 IND(B)构成了 U 的一个划分 , 用 U IND(B)

表示 ,简记为U B 。U IND(B)中的任何元素[ x] B 称

为等价类。U IND(B)表示知识表达系统 S =(U ,

A , V , f)中与 B 相关的知识 ,它包含知识 B 的基本

模块。IND(B)的补集对应一个 B 的二元可区分关

系 Dis(B), 即:

Dis(B)=U ×U -IND(B)

　　定义2　设 S =(U , A , V , f)是一个决策表 ,对

于每个子集 X  U和一个属性子集B  A ,称子集

BX ={x ∈ U|[ x] B  X}为 X 的B 下近似集。B

下近似集也称作 X 的 B 正域 , 记作 posB(X), 即

posB(X)=BX 。
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不同的属性子集可能确定不同的分类。在应用

中 ,一个分类对另一个分类的关系十分重要 ,因此我

们给出相对正域和相对约简的概念 。

定义3　设S =(U , A , V , f)是踊个决策表 , P ,

Q  A ,则称子集posP(Q)= ∪
X ∈U Q

PX为Q的P正域 。

定义4　设S =(U , A , V , f)是一个决策表 , P ,

Q  A , R ∈ P ,若posP(Q)=pos(P-{R})(Q),则称 R

为 P 中Q 不必要的;否则 R 为P 中Q 必要的 。

不必要的属性在决策系统中是多余的 ,若将它

从系统中去掉 ,不会改变系统分类能力 。

定义5　设S =(U , A , V , f)是一个决策表 , P ,

Q  A ,若每个 R ∈ P在P中都是Q必要的 ,则 P为

Q 独立的;否则 , P 为Q 依赖的。

对于相依赖的属性来说 , 其中包含有多余的属

性 ,可以对其约简。

定义6　设S =(U , A , V , f)是一个决策表 , P ,

Q  A ,K  P ,如果(1)posK(Q)=posP(Q);(2)K

是 Q独立的 ,则称K是P的一个Q约简 。P的Q约简

简称为相对约简;显然 ,相对约简不是惟一的 。

2　区分矩阵与区分函数

区分矩阵是华沙大学数学家 Skowron首先提出

的 ,它为求取属性约简提供了很好的基础。

定义 7　决策表 S =(U , C ∪ {d}, V , f)的区

分矩阵是一个对称的|U|×|U|阵 ,矩阵的每一项

cij 表示为

cij ={a ∈ C|f(xi , a)≠ f(xj , a)}

若 f(x1 , d)≠ f(xj , d);否则 cij = (1)

　　可以证明 ,如果 C′ C是满足条件C′∩ cij ≠

 ,  cij ≠ 的极小子集 ,则 C′是C的D 约简
[ 7]
。为

求属性相对约简 ,先引入一个布尔函数 χB 如下:

χB(C′)=
1 若 B ∩ C′≠ 

0 若 B ∩ C′= 

由此构造决策表 S 的区分函数 fA 如下:

fA(C′)= ∧
1≤i , j≤n , c

ij
≠ 
χc

ij (C′)= ∏
1≤i , j≤n , c

ij
≠ 
χc

ij
(C′)

这里 , cij 代表S 的区分矩阵第 i行第 j列元素 ,也称

为区分函数 f A 的索引集。

性质 1
[ 8]
　(吸收律)设  ≠C  D  A , B  

A ,若 χC(B)=1 ,则 χD(B)=1。

性质2
[ 8]
　(扩展律)设 fA =χC

1
∧ … ∧ χC

k
∧

χc
k+1
∧ … ∧ χC

s
,并对 a ∈ A有χC

i
({a})=1 , i =

1 , …k 和χC
i
({a})=0 , i = k +1 , …, s成立 , 则

fA = f1 ∨ f 2 =(χ{a} ∧ (χC
k+1
∧ … ∧ χC

s
))∨

((χC
1
-{a} ∧ … ∧ χC

k
-{a})∧

(χC k+1 ∧ … ∧ χCs))

　　性质 2说明区分函数 fA 可以分解成一些布尔

函数 fi 的析取 ,而 fi 是由一些布尔函数χ的合取构

成的。

定义8　如果区分函数 f A有如下分解式fA =f 1

∨ … ∨ fk ,且对每个 f i 均有 fi =χCi
1
∧ … ∧ χCi

k
i

。

这里 C
i
l ∩ C

i
m = (l ≠m),则称布尔函数集{f1 , f2 ,

… , fk}是区分函数 fA 的一个简单覆盖。

反复应用性质2 ,容易证明 ,任何区分函数 fA 均

可分解成它的一个简单覆盖的析取范式 。关于区分

函数 fA 与属性约简之间的关系 ,有如下定理 。

定理1
[ 8]
　若 fA 是一个区分函数 ,则 B 是A的

一个约简的充分必要条件是:①f A(B)=1;②C  

B fA(C)=0。

定理1从区分函数的角度提供了条件属性对决

策属性相对约简的定义 , 同时为以下定义提供了理

论依据 。

定义 9　设{f 1 , f2 , … , f k}是区分函数 fA

的一个简单覆盖 , 如果子集B  A满足:①f i(B)=

1;②C  B  fi(C)=0 , 则称 B 是 fi 的一个约简 。

fi 的所有约简的全体记作 Red(fi), 这里 B ∈

Red(fi)。显然 ,如果 B 是 fi 的一个约简 ,则 B 必是A

的一个约简 。

在实际应用中 ,可首先由性质 1和性质 2将 fA

分解成一个简单覆盖的析取范式 ,然后再根据定理

1所给的条件求解每个 fi 的相对约简 ,进而可求得

整个决策表的所有相对约简 。

3　强等价集与属性相对约简算法

定义10　若 a ∈ A ,则称子集[ a] ={b ∈ A|

Dis({a})=Dis({b})}为 a 的等价类。

定义 11　设 a ∈ A ,如果存在某一集合 B  

[ a] ,则称集合 B 是属性a 的强等价集。

显然 , 强等价集有如下属性:

Dis(B)=Dis(∪
b ∈B
{b})=∪

b∈B
Dis({b})=Dis({a})

因此 , 强等价集所提供的论域对象特征与单个属性

所提供的对象特征相同 , 这也说明与强等价集有关

联的知识是冗余的知识 , 可以对其约简。本文在约

简过程中用单个属性标识符代替强等价集 , 因此在

实际计算中大量降低了内存的开销 , 同时也减小了

计算的复杂程度。

由定义 11容易得出如下定理 2。
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定理 2　A的子集B  A是强等价集的充分必

要条件是:B 被区分矩阵中2个或2个以上项同时包

含 ,且 B 与区分矩阵中其它项的交为空集 。

下面证明关于强等价集的另一个结论。

定理3　如果{f 1 , f 2 , …, fk}是区分函数 fA的一

个简单覆盖 ,B 是强等价集 , C是 fi 的一个约简 ,且

{a , b}∈ B ,则{a , b} C ∈ Red(f i)。

证明(反证法)假定 C 是 fi 的一个约简 , 且有

{a , b} C ∈ Red(fi)。因为{a , b}∈ B ,且 B 是强

等价集 ,所以有Dis({a})=Dis({b}),于是得Dis(C

-{a})=Dis(C),即 Ind(C-{a})=Ind(C),这与

C是 f i 的一个约简相矛盾。因此应有{a , b} C ∈

Red(f i)成立 。

定理 3表明 , f i 的任何一个约简至多只能包含

强等价集中的一个属性 ,此结论进一步说明强等价

集中所含的属性是可以约简的 ,也为下面区分函数

化简过程中强等价集的可替代性提供了理论基础 。

由于区分矩阵是对称阵 , 所以在实际计算中只

要求出下三角部分即可 。若假定原始区分函数已经

给定:fA = ∏
1≤i , j≤n , c

i , j
≠ 
χc

ij
,这里 cij 代表下三角区分

矩阵中第 i 行第 j列元素 ,则求属性相对约简的算法

步骤如下 。

步骤1　首先对每一个 fi 由性质1 ,若存在索引

集 C
i
l  C

i
m ,则在 fi 中去除所有χci

m
。

步骤2　由定理2在 fi 中找出所有强等价集 ,并

取单独属性标识符替换每个强等价集。

步骤3　对每个 f i ,查找在索引集C
i

j(j =1 , … ,

ki)中出现频数最高的属性(要求频数 ≥2),然后应

用性质2将 fi 分解成 fi = fi1 ∨ fi2 。

步骤 4　重复执行步骤 1—3直至将 fA 分解成

一个简单覆盖时为止 。

步骤 5　对 fA 简单覆盖中的每个 f i ,再用强等

价集替换回原相应的属性标识 ,即用 χ C 替换χC ,其

中  C =∪{[ a] :a ∈ C}。并在 fi 中查找是否存在某

一索引集 C
i

j   C ,如果是则去除相应的 χ C 。

步骤 6　计算 fi 的所有约简 Red(f i)。

步骤7　在 Red(f i)i =1 , …, k 中 ,选择所含属

性最少的约简作为最小相对约简 ,其中 f A =f 1 ∨ …

∨ fk 。

4　算 　例

例1　给定一个决策表 S =(U , A , V , f), 其中

A =C ∪ D , C ∩ D = , U ={xi , x2 , … , x6}, C =

{a , b , c , d , e , f},D ={g},信息函数 f由表 1给出。

求该决策表的最小相对约简 。

表 1　决策表
Tab.1　Decision table

U
条件属性

a b c d e f

决策属性
g

x1 1 2 0 2 1 1 0

x2 1 1 0 2 2 1 1

x3 0 1 1 1 2 0 2

x4 0 0 1 1 0 0 1

x5 1 2 1 1 0 1 2

x6 2 1 2 1 0 2 2

表 2　区分矩阵
Tab.2　Discernibility matrix

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1

x2 b , e

x3 a , b , c , d , e , f a , c , d , f

x4 a , b , c , d , e , f b , e

x5 c , d , e b , c , d , e a , b , f

x6 a , b , c , d , e , f a , c , d , e , f a , b , c , f

由 (1)式构造决策表 1的区分矩阵 , 如表 2

所示。表2对应的区分函数为:fA ={b , e}∧ {a ,

b , c , d , e , f}∧ {a , b , c , d , e , f}∧{c , d , e}∧ {a ,

b , c , d , e , f}∧ {a , c , d , f}∧ {b , c , d , e}∧ {a , c ,

d , e , f}∧ {b , e}∧ {a , b , f}∧ {a , b , c , f}。

(为方便计算上式没有明确标注 χ)

(1)因为{b , e} {a , b , c , d , e , f}, {b , e} 

{b , c , d , e},{c , d , e} {a , c , d , e , f},{a , b , f} 

{a , b , c , f},所以由性质1 ,在 fA 中去除第 2 , 3 , 5 ,

7 , 8 , 9 , 11项 , 得等价的区分函数:

f A ={b , e}∧ {c , d , e}∧ {a , c , d , f}∧ {a , b , f}

　　 (2)由定理 2可知{a , f}是强等价集 ,所以可

在 fA 中由一个单独的属性标识符h 替代{a , f}, 于

是区分函数变为

fA ={b , e}∧ {c , d , e}∧ {h , c , d}∧ {h , b}

　　(3)属性 e 是出现频数最大的属性 , 于是由

性质2可将 fA 分解为:

fA = f1 ∨ f 2 =({e}∧ {h , c , d}∧

{h , b})∨ ({b}∧ {c , d}∧ {h , c , d}∧ {h , b})

在 f 2中有{b} {h , b},{c , d} {h , c ,d},应用性

质 1可将 fA 继续化简为

fA = f1 ∨ f 2 =({e}∧ {h , c , d}∧

{h , b})∨ ({b}∧ {c ,d})
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　　(4)对 f1 , f 2 继续应用性质 2 化简为:f A =

f 11 ∨ f 12 ∨ f 21 =({h}∧ {e})∨ ({c , d}∧ {b}∧

{e})∨ ({b}∧ {c , d}),此时的 fA 即是一个简单覆

盖{f 11 , f12 , f 21}的析取范式 。

(5)用强等价集替代 fij 中与其等价的单个属性

标识 。即有:

f A = f 11 ∨ f 12 ∨ f 21 =({a , f}∧ {e})∨

({c , d}∧ {b}∧ {e})∨ ({b}∧ {c , d})

　　(6)求所有 f ij的约简 Red(f ij)。即有:

Red(f 11)={{a , e},{e , f}},

Red(f 12)={{c , b , e},{d , b , e}},

Red(f 21)={{b , c},{b , d}}

　　(7)将第 (6)步计算结果求并 , 即:

∪
i , j
Red(f ij)=

{{a , e},{e , f},{c ,b , e},{d , b , e},{b , c},{b , d}}

因此 , 据以上计算结果所求最小相对约简应为:

Red(A)={{a , e},{e , f},{b , c},{b , d}}

此结果恰是本问题的最优解。

5　结　语

本文给出了区分函数和强等价集的概念 , 并对

它们的特性进行了深入讨论 , 根据强等价集与单个

属性具有相同分类能力这一特征 , 在区分函数的化

简过程中采用了去除强等价集的方法 , 这一方法使

化简的时间大量缩短 , 也节省了大量存储空间 , 算

法效率明显提高 。但是 , 在一些实际问题中也有不

含强等价集的情况 , 应用此算法反而会增加部分计

算量。大量实验结果表明 , 出现强等价集的频率远

大于不含强等价集的情况 , 因此从统计学观点来

看 , 此算法是提高约简效率的实际有效方法。
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Abstract:A kind of attributes relative reduction approach based on discernibility function and strong compressible set is

proposed.In the process of relative reduction of decision table , knowledge is expressed by discernibility matrix.The

concept of strong compressible set is introduced when discernibility function reduced.Efficiency of the reduction is

improved by means of eliminating strong compressible set.It is shown that finding the minimal reduction of a decision

table is an NP_hard problem.By the approach of this paper , the complicated degree of the problem could be reduced and

a great deal of memory space is saved.The practical results show that the approach is quick and effective in solving all

reduction of decision table.
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