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摘　要:设 E 是任意实 Banach 空间, T:E ※E 是 Lipschitz 的增生算子, 在 ∑
∞

n=0

αn =∞, αn ※ 0 和 lim sup βn

L ( L+1) <1 的条件下研究了带误差的 Ishikawa 迭代序列收敛到方程 Tx = f 的惟一解的问题。
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1　主要引理

设 E 是任意 Banach空间, E
＊
是其对偶空间, 〈·, ·〉表示对偶配对,称映射

J ∶E ※2
E ＊

, J ( x) ={f ∈ E
＊
, 〈x, f〉 = ‖x ‖

2
=‖ f ‖

2
}, X ∈ E

为正规对偶映射 。

E 中具有定义域D( T ) 与值域R ( T) 算子 T称为增生的
[ 1]
,若对任意 x, y ∈ D( T) , 存在 j( x-y ) ∈ J ( x

-y) 使得

〈Tx -Ty , j( x -y )〉 ≥0

增生算子 T 称为m 增生的,若 R( T +λI) =X 对某个λ>0(因而对所有的 λ>0) ,这里 I 为恒等算子 。

对于 Hilbert空间 X , Chidume
[ 2]
, Dontson

[ 3]
研究了非线性算子方程 f = x +Tx, x ∈ D ( T ) , f ∈ R ( T +

I) 。Chidume
[ 4]
研究了 Lp空间的迭代 。Liu

[ 5]
研究了一致光滑 Banach 空间的 Ishikawa 迭代, 证明了下面的定

理。

定理
[ 5]
　设 E 是任意给定的一致光滑 Banach空间, T :E ※E 是Lipschitz的 m 增生算子( Lipschi tz常数

L ≥1) 。又设{un}和{vn}是 E 中的序列,且{αn}和{βn}是[ 0, 1] 中的实数列,满足下列条件:

①αn ※0(当 n ※∞时) , lim sup βnL ( L +1) <1;②∑
∞

n=0
αn =∞;③∑

∞

n=0
‖un ‖ <∞, ∑

∞

n=0
‖vn ‖ <∞。

则对任意 x0 ∈ E,由下列带误差的 Ishikawa迭代程序:

xn+1 =( 1-αn ) xn +αn ( f -Tyn ) +un , 　yn =( 1-βn ) xn +βn ( f -Txn ) +vn

则当{Tyn}有界时,序列{xn}强收敛于方程 Tx = f的惟一解。

本文将在一般的 Banach 空间中讨论 Lipschitz 的增生算子的带误差 Ishikawa 迭代的收敛性, 将条件

∑
∞

n=0
‖vn ‖ <∞减弱为 lim vn =0,并去掉了{Tyn}有界的条件, 从而改进了文[ 5] 的结果 。

引理 1
[ 5]
　设{an},{bn},{cn}是3个非负实数序列,满足条件 an+1 =( 1-t n ) an +bn +cn ,其中, 0 ≤ tn

≤1, ∑
∞

n=0
t n =∞, bn =o( tn ) 且∑

∞

n =0
cn < ∞,则 lim

n※∞
an =0。

引理 2
[ 6]
　设 X 是 Banach空间, T :D( T ) ※X 是m 增生算子, 则对任意的 f ∈ X , 方程 x +Tx = f 在

D( T ) 中有惟一解。

2　主要结果及证明

定理 1　设 E是任意给定的 Banach空间, T :E ※E 是Lipschitz的增生算子( Lipschitz常数 L ≥1) 。又设
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{un}和{vn}是 E 中的序列,且{αn}和{βn}是[ 0, 1] 中的实数列, 满足下列条件:①∑
∞

n =0
‖un ‖ <∞, 且 lim

n※∞
vn

=0;② ∑
∞

n=0
αn =∞, αn ※0 (当 n ※∞时) ;③ lim sup βnL ( L +1) <1。

则对任意的 x0 ∈ E , 具误差的 Ishikawa 迭代序列{xn}

yn =( 1-βn ) xn +βn ( f -Txn ) +vn ( 1)

xn+1 = ( 1-αn ) xn +αn ( f -Tyn ) +un ( 2)

强收敛到方程 x +Tx = f 的惟一解 。

证明　既然 T 是 Lipschitz增生算子, 易知 T是m_增生算子,故方程 x +Tx = f有惟一解 x
＊
。令 Sx = f

-Tx,由于 Sx
＊
=f -Tx

＊
= x

＊
, 因而 x

＊
是 S 的不动点,并存在 j( x -y ) ∈ J ( x -y ) 使得〈Sx -Sy , j ( x

-y) 〉 =〈Tx -Ty , j ( x -y ) 〉 ≤0, 由文[ 7] 可知, 〈Sx -Sy , j( x -y )〉 ≤0当且仅当对任意 λ≥0, 有

‖x -y ‖ ≤‖ x -y -λ( Sx -Sy ) ‖

对任意 x, y ∈ E 成立。

既然 T :E ※E 是 Lipschitz算子, 由

‖Sx -Sy ‖ =‖( f -Tx) -( f -Ty ) ‖ ≤L‖ x -y ‖

可知 S 和T 具有相同的 Lipschitz常数, 从而

yn =( 1 -βn ) xn +βn ( Sxn ) +vn ( 3)

xn+1 =( 1-αn ) xn +αn ( Sxn ) +un ( 4)

由( 4)式有

xn = xn+1 +αnxn -αnSyn -un = xn+1 +αn ( xn+1 +αnxn -αnSyn -un ) -αnSyn -un =

( 1 +αn ) xn+1 +α
2
nxn -α

2
nSyn -αnun -αnSyn -un =

( 1 +αn ) xn+1 -αnSyn +α
2
n ( xn -Syn ) -αnun -un =

( 1 +αn ) xn+1 -αnSyn+1 +α
2
( xn -Syn ) +αn ( Sxn+1 -Syn -un ) -un

x
＊
=( 1+αn ) x

＊
-αnSx

＊

故

xn -x
＊
=( 1+αn ) ( xn+1 -x

＊
)_αn ( Sxn+1 -Sx

＊
) +α

2
n+1 ( xn -Syn ) +αn ( Sxn+1 -Syn -un ) -un

从而

‖ xn -x
＊
‖ ≥

‖( xn+1 -x
＊
) ( 1+αn ) -αn ( Sxn+1 -Sx

＊
) ‖ -α

2
n ‖( xn -Syn ) ‖ -α

2
n ‖Sxn+1 -Syn -un ) ‖ -‖un ‖ =

(1+αn ) ‖( xn+1 -x
＊
) -

αn
1+αn

( Sxn+1 -Sx
＊
) ‖ -α

2
n ‖xn -Syn ‖ -αn ‖Sxn+1 -Syn -un ‖ -‖un ‖ ≥

( 1+αn ) ‖( xn+1 -x
＊
) ‖ -α

2
n ‖ xn -Syn ‖ -αn ‖Sxn+1 -Syn -un ‖ -‖ un ‖

因此

‖ xn+1 -x
＊
‖ ≤

1
1 +αn

‖ xn -x
＊
‖ +α

2
n ‖xn -Syn ‖ +αn ‖Sxn+1 -Syn -un ‖ +‖ un ‖

由

yn =( 1 -βn ) xn +βnSxn +vn

从而有

‖yn -x
＊
‖ =‖( 1 -βn ) xn +βnSxn +vn -x

＊
‖ =

‖ ( 1-βn ) xn -( 1-βn ) x
＊
+βn ( Sxn -x

＊
) +vn ‖ ≤

( 1-βn ) xn ‖xn -x
＊
‖ +βn ‖Sxn -Sx

＊
‖ +‖vn ‖ ≤

( 1-βn ) ‖xn -x
＊
‖ +βnL ‖ xn -x

＊
‖ +‖vn ‖ =( 1 -βn +βnL) ‖ xn -x

＊
‖ +‖vn ‖

以及

‖ xn+1 -x
＊
‖ ≤

1
1+αn

‖xn -x
＊
‖ +α

2
n ‖ xn -Syn ‖ +αn ‖Sxn+1 -Syn -un ‖ +‖un ‖ ≤
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( 1 -αn +α
2
n ) ‖xn -x

＊
‖ +α

2
n ‖xn -Syn ‖ +αn ‖Sxn+1 -Syn -un ‖ +‖un ‖

既然

‖ xn -Syn ‖ ≤‖xn -x
＊
‖ +‖Syn -x

＊
‖ ≤‖xn -x

＊
‖ +L ‖yn -x

＊
‖ ≤

‖xn -x
＊
‖ +L ( 1-βn +βnL) ‖xn -x

＊
‖ +L ‖vn ‖ =( 1 +L -Lβn +L

2
βn ) ‖ xn -x

＊
‖ +L ‖vn ‖

和

‖Syn -yn ‖ ≤‖Syn -x
＊
‖ +‖yn -x

＊
‖ ≤‖Syn -x

＊
‖ +‖yn -x

＊
‖ ≤

L ‖yn -x
＊
‖ +‖yn -x

＊
‖ =( L +1) ( 1 -βn +βnL ) ‖ xn -x

＊
‖ +( L +1) ‖vn ‖

故

‖Sxn+1 -Syn -un ‖ ≤‖Sxn+1 -Syn ‖ +‖un ‖ ≤L‖ xn+1 -yn ‖ +‖ un ‖ ≤

L( 1-αn ) ‖βn ( xn -Syn -un ) ‖ +Lαn ‖Syn -yn ‖ +( L +1) ‖un ‖ ≤

L ( 1-αn ) ( ‖( βn ( xn -Sxn ) ‖ +‖un ‖ ) +

Lαn [ ( L +1) ( 1 -βn +βnL) ‖ xn -x
＊
‖ +( L +1) ‖vn ‖] +( L +1) ‖ un ‖ ≤

L ( 1-αn ) ( βn ( L +1) ‖ xn -x
＊
‖ +L( L +1)αn ( 1 -βn +βnL ) ‖ xn -x

＊
‖ +

L( L +1) αn ‖vn ‖ +( L +1) ‖ un ‖ =

L ( L +1) βn ( 1 -αn ) ‖ xn -x
＊
‖ +L( 1 -αn ) ‖vn ‖ +

L ( L +1)αn ( 1-βn +βnL) ‖xn -x
＊
‖ +L ( L +1)αnL ‖vn ‖ +( L +1) ‖un ‖

从而

‖xn+1 -x
＊
‖ ≤( 1 -αn +α

2
n ) ‖xn -x

＊
‖ +α

2
n ‖ xn -Syn ‖ +αn ‖Sxn+1 -Syn -un ‖ +‖un ‖ ≤

( 1 -αn +α
2
n ) ‖xn -x

＊
‖ +[ α

2
n ( 1+L -Lβn +L

2
βn ) ‖ xn -x

＊
‖ +αnL‖yn ‖] +

αn [ L ( L +1) βn ( 1 -αn ) ‖ xn -x
＊
‖ +L( 1 -αn ) ‖vn ‖ +

L ( L +1)αn ( 1 -βn +βnL) ‖ xn -x
＊
‖ +L( L +1)αn ‖vn ‖ +( L +1) ‖un ‖] +‖un ‖ =

( 1 -αn ) ‖ xn -x
＊
‖ +αn ( 1-αn ) L ( L +1) βn ‖ xn -x

＊
‖ +

α
2
n [ ‖ xn -x

＊
‖ +( 1+L -Lβn +L

2
βn ) ‖ xn -x

＊
‖ +L( L +1) ( 1-βn +βnL ) ‖xn -x

＊
‖] +

( αnL ‖vn ‖ +α
2
nL( L +1) ‖vn ‖) +(αnL ( L +1) ‖ un ‖ +‖un ‖ ) ≤

( 1-αn ) ‖ xn -x
＊
‖ +αnL( L +1) βn ‖xn -x

＊
‖ +α

2
n ( 2 +L -Lβn +L

2
βn ) +

L ( L +1) ( 1-βn +βnL) ‖xn -x
＊
‖ +αn ( L +αnL ( L +1) ) ‖un ‖ +( 1+αn +αnL ) ‖ un ‖

　　既然 lim sup βnL ( L +1) <1, 我们有 0 <λ<1和 0 <m <1,使得 βnL ( L +1) <( 1-λ) m <1对任

意 n都成立 。由 lim αn =0,存在 N 使得n >N时, 有

αn [ ( 2+L -Lβn +L
2
βn ) +L ( L +1) ( 1 -βn -βnL) ] <λm

因此

‖ xn+1 -x
＊
‖ ≤( 1-αn ) ‖xn -x

＊
‖ +αn ( 1 -λ) m ‖ xn -x

＊
‖ +λmαn ‖xn -x

＊
‖ +

αn ( L +αnL ( L +1) ) ‖vn ‖ +( 1 +αn +αnL ) ‖un ‖ =

[ 1 -( 1-m )αn ] ‖xn -x
＊
‖ +αn ( L +αnL( L +1) ) ‖vn ‖ +( 1+αn +αnL ) ‖ un ‖

令 tn =( 1 -m) αn;bn =αn ( L +αnL ( L +1) ) ‖vn ‖;cn =( 1+αn +αnL) ‖ un ‖;an =‖ xn -x
＊
‖ 则

an+1 ≤( 1 -tn ) an +bn +cn

并且

∑
∞

n =0
tn =∞, bn =o( tn ) , ∑

∞

n =0
cn ≤∞

因此由引理1, 有 lim αn =‖xn -x
＊
‖从而{xn}强收敛到方程 x +Tx = f 的惟一解 x

＊
。

类似地, 还可证明如下定理成立。

定理 2　设 E 是任意给定的 Banach空间, T :E ※E 是 Lipschitz算子( Lipschitz常数 L ≥1) , 并且 T 满

足

〈Tx -Ty , J ( x -y )〉 ≥-
1
2
‖ x -y ‖

2
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又设{un}和{vn}是 E 中的序列, 且{αn}和{βn}是[ 0, 1] 中的实数列, 满足下列条件:①∑
∞

n=0
‖ un ‖ <∞,且

lim
n※∞

vn =0;②∑
∞

n =0
αn =∞, αn ※0 (当 n ※∞时) ;③lim sup βnL ( L +1) <1 2。

则对任意的 x0 ∈ E ,具误差的 Ishikawa迭代序列{xn}强收敛到方程 x +Tx = f 的惟一解。
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The Convergence of Ishikawa Iterative Sequence with Errors for

Lipschitz Accretive Operators in Banach Spaces

LI Yong_jin

( Department of Mathematics, Sun Yat_sen University, Guangzhou 510275, China)

Abstract:The iterative solution is studied for equation x+Tx=f with an accretive Lipschitz operator in arbitrary real

Banach spaces, and some previous results are improved.

Key words:accretive operator;nonlinear equation;Ishikawa iterative sequences with errors
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