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摘　要:应用 J.C.Rosales的有关理论研究数字半群 S =〈m , m +2, m +3, m +4, …, 2m -2, 2m -1〉,其中 m ≥

5, 该类数字半群的 Apé ry 集不具有惟一分解性质。本文完全确定了该类数字半群的极小表示。

关键词:数字半群;极小表示;Apé ry 集

中图分类号:O152.7　　文献标识码:A　　文章编号:0529-6579 ( 2004) 06-0169-03

1　主要引理

Rosales在数字半群方面作了大量的工作, 见

文献 [ 1-3] 。在文 [ 1] 中, 他给出了数字半群的

极小表示的无穷并表达式。为了便于计算, 在文

[ 2] 中, 他进一步给出了相应的有限表达式, 但是

这只对于Apéry 集具有惟一分解性质的数字半群有

效。本文中所讨论的一类数字半群, 如下面的例 1

就不满足这个性质。

所谓数字半群, 就是能够生成整个整数加法群

Z 的 、 非负整数 N的子摹群 。

例1 　设 S ={0, 5, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16,

17, 18, 19, 20, 21, 22, …}, 按照通常的加法, 这就

是一个数字半群 。

可以找出数字半群的极小生成元集, 比如, 对

于例 1来说就是 {5, 7, 8, 9}, 从小到大排列这

些生成元, 并且可以记 S =〈5, 7, 8, 9〉。对于一般

的数字半群 S , 我们可以写

S =〈n0 , n1 , n2 , …, np〉

其中, n0 <n1 <n2 <… <np 就是极小生成元集

的全部元素。此时,称 n0为S的重数,称 e =p+1为

S的嵌入维数 。本文研究数字半群 S =〈m, m+2, m

+3, m +4, …, 2m -2, 2m -1〉,其中 m ≥5 。本文

通过发展 Rosales的理论, 完全确定了这一类数字

半群的极小表示, 主要的结果是定理 1。

对于数字半群 S 中的任意非零数n, 定义Apéry

集如下:

Ap ( S, n ) ={s ∈ S |s -n  S}

在应用中, 通常对重数来求Apéry 集 。对于上面的

例1, 重数 n0 =5, 嵌入维数 e =4, Ap ( S, n0 ) =

{5, 7, 8, 9, 16}。我们看到, 例子中的 Ap ( S, n0 ) 恰好

由模 n0 的全部剩余类组成, 一般情况也是如此。

设 n ∈ Ap ( S , n0 ) -{0}。如果存在 i ≥1以及 ai

∈ N使得 n =aini 成立,则称该等式是 n 的一个一

元分解 。同样地, 称 n =aini +ajnj 是n 的一个二

元分解,其中1 ≤i <j ≤p,并且 a i , aj ∈ N-{0}。

如果Ap ( S , n0 ) -{0}中的所有非零数的分解都只有

一元分解,那么称 Ap ( S, n0 ) 具有一元分解性质。如

果 Ap ( S, n0 ) -{0}中的所有非零数的所有分解都只

有一元或者二元分解, 那么称 Ap ( S , n0 ) 具有至多

二元分解性质。可以类似地定义三元分解,以及至多

三元分解性质,等等。

对于例1来说, Ap ( S, n0 ) 具有至多二元分解性

质 。但是,由于16 =n1 +n3 =2n2 ,故 Ap ( S , n0 ) 不

具有惟一分解性质 。

设 F 是{X0 , X1 , X2 , …, Xp}上的自由交换摹

群,即 F ={a0X0 +a1 X1 +a2 X2 +… +apXp|a0 ,

a1 , a2 , …, ap ∈ N},定义一个映射 φ:F ※S 为

φ( a0X 0 +a1 X1 +a2 X2 +…+apXp ) =

a0 n0 +a1 n1 +a2 n2 +…+apnp ,

则 φ是一个摹群的满同态。它的核同余用σ表示 。而

σ的一个极小生成元集就称为半群S 的一个极小表

示 。

将 φ
-1
( n) 记为 E( n ) ,其中 n ∈ S -{0}。定义

E( n) 上的一个等价关系 R 如下:

( a0X0 +a1 X1 +a2X 2 +…+apXp ) R

( b0 X0 +b1 X1 +b2 X2 +…+bpXp )

当且仅当存在

k 00 X0 +k01 X1 +k02X 2 +…+k 0pXp ,

k 10 X0 +k11 X1 +k12X 2 +…+k 1pXp ,
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km0 X0 +km1 X1 +km2 X2 +…+kmpXp ∈ E( n)

使得

a0 X0 +a1 X1 +a2X 2 +…+apXp =

k00X 0 +k01X1 +k 02 X2 +…+k0pXp ,

b0 X0 +b1 X1 +b2 X2 +…+bpXp =

km0X 0 +km1X 1 +km2X 2 +…+kmpXp

并且

ki0 ki+10 +ki1 ki+11 +ki2ki+12 +…+kipki+1p ≠0

对于每一个 i ∈ {0, 1, … , m -1}成立 。

任给 n ∈ S -{0},定义 γn 如下:

( 1) γn = 如果|E( n) R|=1;

( 2)如果 E( n) R ={A1 , A2 , …, Ar}, r ≥2, 那

么,  i ∈ {2, …, r},选取 xi ∈ Ai , 以及 y 2 , …, yr ∈

A1 , 令 γn ={( x2 , y2 ) , …, ( xr, yr )}。

令 γ= ∪
n ∈ S-{0}

γn ,根据文[ 1] ,有

引理 1　γ是S 的一个极小表示。

设 T ={( a1 , a2 , …, ap ) ∈ N
p
|a1 n1 +a2 n2 +

…+apnp  Ap ( S , n0 )},并令min( T ) 是 T 在 N
p
的

自然偏序下的极小元 。如果 min( T) ={a1 =( a11 ,

…, a1p ) , …, a t = ( a t1 , …, a tp )}。对于任意的 i ∈

{1, …, t}, 令 xi =0X 0 +ai1 X i1 +…+aipX ip ∈ F 。因

为

φ( xi )  Ap ( S, n0 ) ,  ( βi0 , βi1 , …, βip ) ∈ N
p+1

其中, βi0 ≠0

使得

φ( xi ) =βi0 n0 +βi1 n1 +βi2 n2 +…+βipnp

令 y i = βi0 X0 +βi1X 1 +βi2 X2 +…+βipXp ∈ F

令 ρ={( x1 , y 1 ) , …, ( xt , yt )

将 Rosales在文 [ 3] 中的主要结果叙述为下面的引

理2 。

引理 2 　如果 S 是一个数字半群并且 Ap ( S ,

n0 ) 具有惟一分解性质,那么 ρ是S 一个极小表示 。

为了方便, 介绍如下一些记号和术语。

设 S =〈n0 , n1 , … , np〉是一个数字半群。对

于任意的 k =1, 2, …, p, 令

Ck-1 ={( i 1 … i k ) |1 ≤ i 1 < … < ik ≤p 且

( ni
1
+…+n i

k
) -ni

j
∈ Ap ( S , n0 ) ,  j =1, …, k}

Δk ={( i1 …ik ) |1 ≤ i1 <… < ik ≤p且

 xi
1
ni

1
+…+xi

k
ni

k
∈ Ap ( S, n0 )

其中, xi
1
…xi

k
≠0}

Ψ={n ∈ Ap ( S , n0 ) -{0}:|E ( n) R |≥2}

　　如果

a =φ
＊-1

( xi
1
ni

1
+…+xi

k
ni

k
) ∈ min( T )

其中 xi
1
… xi

k
≠0

那么说 a 是T 的一个 k -型极小元 。

如果

a =( a1 , a2 , …, ap ) , ( b1 , b2 , …, bp ) ∈ N
p

使得 a ≤b, 并且

( a1 +a2 +…+ap ) +1 =( b1 +b2 +…+bp )

这里的≤是 N
p
中的自然偏序,那么称 b覆盖a, 记为

a  b 。令

λ( a0 , a1 , a2 , …, ap ) =

a0X 0 +a1X1 +a2 X2 +…+apXp ,

τ( a1 , a2 , …, ap ) =( a0 , a1 , a2 , …, ap )

其中, a0 =0, 则 λ是一个半群同构, τ是一个半群

单同态 。令 φ
＊
=φλτ, 则 φ

＊
是从N

p
到S 的一个半

群同态 。

引理 3 　设 b ∈ min( T ) , n =φ
＊
( b) 。那么

{λτ( b)}是 E( n) 的一个 R -类的充分必要条件是

对于  a  b, φ
＊
( a) 有惟一分解性质 。

证明　直接验证即可。证毕。

引理4　假设 S 是一个数字半群,并且对于  b

∈ min( T) ,  a  b, φ
＊
( a ) 有惟一分解性质 。如果

|E ( n) R|=1对任意的n ∈ Ap ( S , n0 ) -{0}成立,

那么 ρ是S 的一个极小表示 。

证明　模仿文 [ 3] 中定理 1的证明过程即可。

证毕。

引理5　假设 S 是一个数字半群,并且对于  b

∈ min( T) , a  b, φ
＊
( a) 都有惟一分解性质,那么

ρ∪ ( ∪
n∈ Ψ

γn ) 是 S 的一个极小表示。

证明　类似于引理 4的证明, 可以得到 ρn =

γn 成立,如果|E ( n) R|=1,或者|E ( n) R|≥2

并且 n  Ap ( S , n0 ) 。n ∈ Ap ( S , n0 ) -{0}并且

|E( n) R|=r ≥2, 那么ρn = 。根据引理1和引

理 2,可以计算 S 的极小表示γ如下:

γ= ∪
n ∈ S-{0}

γn = ∪
n∈ Ψ

γn ∪ ∪
n ∈ S-{0}-Ψ

γn =

∪
n∈ Ψ

γn ∪ ∪
n∈ S-{0}-Ψ

ρ
n
=

∪
n ∈ Ψ

γn ∪ ∪
n∈ Ψ
ρn ∪ ∪

n ∈ S-{0}-Ψ
ρn =

∪
n ∈ Ψ

γn ∪ ∪
n∈ S-{0}

ρn = ∪
n∈ Ψ

γn ∪ ρ

故引理结论成立。证毕 。

2　结果及其证明

现在可以叙述并且证明本文的主要定理。

定理1　设数字半群

S =〈m, m +2, m +3, m +4, …, 2m -2, 2m -1〉

其中, m ≥5, 则 S 的一个极小表示为γ=M0 ∪
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( ∪
m-2
k=1Bk ) , 其中

M0 ={( X 1 +Xm-2 , X 2 +Xm-3 ) ,

( X1 +Xm-2 , X 3 +Xm-4 ) , …,

( X 1 +Xm-2 , X [ ( m-1) 2] +Xm-1-[ ( m-1) 2] )}

B1 ={( 2X 1 , X0 +X3 ) , ( X1 +X2 , X0 +X4 ) ,

( X1 +X3 , X0 +X 5 ) , …, ( X 1 +Xm-4 ,

X 0 +Xm-2 ) , ( X 1 +Xm-3 , 3X0 )}

B2 ={( 2X2 , X 0 +X 5 ) , ( X2 +X3 , X 0 +X 6 ) ,

( X 2 +X 4 , X0 +X7 ) , …, ( X2 +Xm-5 , X0 +Xm-2 ) ,

( X2 +Xm-4 , 3X0 ) , ( X2 +Xm-2 , 2X0 +X1 )}

……………

Bm-3 ={( 2Xm-3 , 2X0 +Xm-5 ) ,

( Xm-3 +Xm-2 , 2X0 +Xm-4 )}

Bm-2 ={( 2Xm-2 , 2X0 +Xm-3 )}

当 m 为奇数时, 上述集合中的元素略微有些变化,

那就是其中的第( m +1) 2个集合变为

B ( m+1) 2 ={( 3X ( m-1) 2 , 3X 0 +X ( m+1) 2 ) , …,

( 2X ( m-1) 2 +Xm-2 , 5X0 )}

　　证明　仍然记 S =〈n0 <n1 <n2 <…<np〉,

则

p =m -2, e =p +1 =m -1,

Ap( S , n0 ) ={n0 , n1 , n2 , …, np , n1 +np =

n2 +np-1 =…}

Δ2 ={( 1, p) , ( 2, p -1) , ( 3, p -2) , …}

对于任意的 k ≥3, Δk = ,而对于任意的 k ≥2,

Ck = 。

Ψ={n1 +np}={3m},

E( 3m) ={{X1 +Xp}, {X2 +Xp-1}, …,

{X [ ( p+1) 2] +Xp+1-[ ( p+1) 2] }}

这里 [ ＊] 表示对于＊取整。下面分几个步骤来完

成定理的证明。

( 1) 将 Ψ所对应的γ中的元的集合记为M0 。

根据引理 1可计算出 M0 。

( 2) 将1-型和2-型极小元所对应的 γ中的元

的集合记为 M12 。

 i ∈ {1, 2, …, p},由于 n i ∈ Ap ( S , n0 ) , 存在

最大的正整数 ki使得kn i ∈ Ap ( S , n0 )对于 k ≤ki

成立 。因此 φ
＊-1

( ( ki +1) ni ) ∈ min( T) 。任给 i , j使

得 1 ≤i <j ≤q,如果( i , j )  Δ2 , 那么 ψ
＊-1

( n i +

nj ) ∈ min( T ) ;如果( i , j ) ∈ Δ2 , 那么从 Ap( S, n0 )

中的元素可以看出来, 此时 T 中没有相应的 、形如

Υ
＊-1

( n i +nj ) 的极小元。于是全体 1_型和 2_型极

小元构成的集合为 ∪
m-2
k=1 Ak 。于是我们有 M12

=∪
m-2
k=1 Bk 。

( 3) 当 k ≥3时 k -型极小元不存在,故与此相

应的 γ中的元的集合为空集 。

( 4) 对于 Δ2 中元素( 1, p) , 对应的 Ap( S, n0 )

中的分解为 n1 +np ,由此可以验证 T 中极小元所覆

盖的元所对应的半群元素在 Ap( S, n0 ) 中分解惟

一 。根据引理5, 可以计算如下:

γ=ρ∪ ∪
n∈ Ψ
γn =M0 ∪ M12 =

M0 ∪ ∪
m-2
k=1 Bk

证毕。

例如, 对于上一节提到的例 1中的半群 S , 它

的一个极小表示为

γ={( X1 +X3 , 2X2 ) , ( 2X 1 , X0 +X3 ) ,

( X 1 +X 2 , 3X0 ) , ( 3X2 , 2X 0 +2X 1 ) ,

( 2X2 +X3 , 5X0 ) , ( 2X3 , 2X0 +X 2 )}

　　从上述研究出发, 可以得到更为一般的理论。

有关的问题将另外撰文加以阐述 。
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Minimal Presentations of a Class of Numerical Semigroups
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Abstract:Some relative theorems of J.C.Rosales about numerical semigroups are applied to study the numerical

semigroups S =〈m, m +2, m +3, m +4, …, 2m -2, 2m -1〉 for m ≥5 , whose Apéry sets have not unique

expression property.The minimal presentations of this kind of numerical semigroups are completely determined .
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