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输人和服务均与系统状态相依的排队模型

— 其队长的瞬时分布
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摘 要 : 探讨了一个有如下特征的排队系统
:

系统的到达间隔序列 {:
,

}及服务过程 {。
、

}均为相互独立但不一

定同分布的随机变量序列
。

每个
: ,

及每个
u 。

的分布均与系统的瞬时状态有关
。

易见
,

此系统是经典的叨G/ 1排队

系统的拓广
。

利用补充变量技术
,

可以得到一个多维马氏过程
,

使得上述系统的瞬时队长过程为此多维过程的

一个分量过程
,

借助马氏过程理论
,

系统的瞬时队长分布的积分表示被导出
。

在一定条件下
,

该积分表示的被

积项能够递归地求取
。
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以

排队论发展至今
,

在得到深人研究的各类排队

系统中
,

GI / G/ 1系统是对到达和服务过程的限制最

为宽松的一个经典排队模型
。

1955 年 介1〕阮 s
开始

考虑 GI / G/ 1排队系统
,

他证明了 GI /G/ 1 系统的等

待时间的平稳分布存在
,

且满足一个积分方程
。

20

世纪 70 年代
,

他又求得了 G l/ G/ 1系统的等待时间

的瞬时分布
,

稍后
,

证明了该系统队长的平稳分布

存在 〔̀ 〕。

20 世纪末 A iar 和 aoR 借助补充变量方法

研究了 GI / G/ 1 排队系统
,

得到了该系统瞬时队长

分布的积分表示
,

在此积分表示中
,

被积项可由一

组柯氏偏微分方程递归地确定
。

沿着 A lfa 和 R a o
的

思路
,

我们拓 广 GI /G/ 1 系统 为 SM” (卿 L ) /

SM Ap ( DQ)L l/ 系统
。

同样应用补充变量方法考

虑该系统的瞬时队长分布
,

得 到的结果与 A lfa 和

R aO 关于 lG/ G/ 1系统瞬时队长分布的结果相似
。

( 3 ) 1
: 。

}
,

{
。 。

} 均为独立随机变量序列
,

且两者

亦相互独立
。

以下
,

以 F ( m
一 l

,

m
,
t ) 和 G (

n 一 l
, n ,

t ) 分别

表示
: , 和 u 。

的分布函数
,

m
, n 二 1

,

2
,

…
。

由此定义可见
:
当各

: 。

的分布相同
,

且各
。 。

的

分布相同时
,

系统即退化为一个 GI / C/ 1系统
。

在这篇文章中
,

以 ( 日
,

买尸 ) 表示基本概率空

间
,

文中涉及的各随机变量均被认为是定义在该基

本概率空间上的
,

N 表示集合 {0
,

1
,

2
,

… }
,

R
+

表示

[0
,

二 )
,

B
`

表示 R
`

上的 B o r e l , 代数
,

以 L ( t )表示

系统在时刻 t 的队长
,

母
. , .

表示 K or ne ck er de h a 函数
,

占(
·

)
,

占(
· , ·

) 和 占(
· , · , ·

) 表示 1 维
,

2 维及 3 维

D i ar e d e l ta 函数
。

“通`· ’ =

{;:
1 定义与符号

称一个排队系统为 SMAp (因L ) / SM月〕( I冲L )八 系

统
,

若该系统为如下所描述
:

( 1) 系统由单一服务台构成 ;排队规则为
“

先到

先服务
” 。

( 2) 顾客相继到达间隔
: 。 二 。 , 一

am
_ ,

的分布

函数由其两端点处系统的队长 L (
。 。 _ ,

)和 L (
。 。

)确

定
,

m = 1
,

2
,

… ;相继服务时间
。。

的分布函数亦由
u 。

的两端点处的队长的值确定
, n = 1

,

2
,

…
。

任 A

样 A

为方便表述系统在初始时刻 0 之后第一个到达

时刻或第一个离去时刻的分布
,

引人下述的记号
:

设 X 为一非负随机变量
,

其分布函数为 A ( t )
,

对 t。 妻 。
,

令

{
A ( r + r。 )

一 A ( t 。 )

A
: 。

( t )
= l 一 A ( t 。 )

若 A ( : 。 )

若 A ( 。
。
)

< 1

二 1

A
,。

( t )
= p {X 鉴 t 十 t o I X > t 。 }

`
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令风为初始时刻 0之后第
。
个离开系统的顾客的离

去时刻
, n 二 l

,

2
, ’ ` ’ 。

以 一 t。 ( t。 > o ) 表示至时刻 o 为止最后一个顾

客的到达时刻
,
t

`

( t
’

) 0) 表示时刻 0 正在接受服

务的顾客 (若此时有顾客接受服务 ) 已消耗的服务

时间
。

记
。 。 二 一 t。

,

凡
= 一 t

`
;以 乙(

。 。
)

,

乙 (凡 )分别

表示时刻
。 。
和几 系统的队长

。

记 A 二
{
a 二 ,

风
: m

, n

任 州
,

而 { y
*

}表示集合 A 中的元素依其发生次序

排列而成的序列
。

显然
,

当月
, 一 。 , 毛 0时

,
t

` = u , -

月
, 。

2 多维马氏过程的构造

定义序列 }s
,
}
: s

, 二
月

: 一 。 1 ,

若 月
, 一 。 , > o ;

S , + 1 =
戊

+ , 一 。 + 1 ,

l = 1
,

2
,

…

引理 1 对每一个 l 〕 1
,

S , ) 凤
_ , ,

并且 S , 任

{了
、
}
。

证明 由 S , ,

凤
_ ,

的定义及排队规则
,

即可得此

结论
。

V t 妻 0
,

令

t + t o
,

t 一 a ` ,

若 o ` t < 。 l

确定的 , 代数
。

在集合 口 , 二
{。

: 了, ` T < 为
+ ,

}

上
,

测度 尸 {x ( t + )T 任 D ! 另 {
,

D 任 刀仅仅是

x ( o )
,

了, ,

x ( 了
,
)

,

…
,

寿
,

x (寿 ) 的函数
。

若能证明在 口 ,
上

,

成立

尸 { L ( t + T ) 任 B
,

i0 ( t + T ) 任 A ` ,

iH ( t + T ) 任

C
、 ,

i = l
,

2 } x ( 0 )
,

了, ,

x (了
。

)
,

…
,

了、
,

x ( 了
、
) }

=

P {去( t + T ) 任 B
,

i0 ( , + T ) 任 八
` ,

从 ( , + r ) 任 C
` ,

i == 1
,

2 I X ( T ) }

其中 刀 x A , x A Z / C , x C Z 二 D

则 {x ( ` )
,
: ) 剑 的马氏性得以证实

。

应用条件概率

性质易知
,

这只须证明
:
在 口,

上

尸 { y
N + , > t + T I x ( o )

,

了l ,

x ( 7 ,
)

,

一 y
, ,

x ( )
,
) }

和

君 {P }L ( t + T 一 了N+ ,
) 任 B

,

8
`

( t + T 一 yN
+ 1

) 任 A
、 ,

i 二 1
,

2

jH ( `
+ T 一 了、

+ ,

) 任 jC
,

j
二 1

,

2

I , , 十 1 ,

X ( , , , ,
) } I {: < 场

, , 二 `+ : r

I x ( 0 )
,

了
, ,

x ( y
,
)

,

… y , ,

X ( 了
,
) }

仅只依赖 X ( )T 即可
。

由 x ( )t 的构造
,

易知
:
在 口,

上
,

成立

若
a * 落 a * + l ,

k 二 l
,

…

t < 夕
, ,

夕
,
毛 U -

U l

T
一 8 :

( T )
,

z 一 0 2
( T )

了, 任 l
a 。

}

八 任 {风 }

..rj

.

z
一一Ny

r

J
.

l
一一

、 ,
产

蕊乙
了.、

月..
.

口乙

8:
( t ) t 一 S

, ,

t 一
风

,

一 S
* , 1 ,

H ,

( t )
二

< S
, ,

月
1

< 夕
, ,

尹
,

> U l

X ( 了
,

)
二

S * + l 毛 t

L (
a 。 _ ,

)

< S* + , ,

无 ) 1

< 风
+ l ,

k 〕 l

洽蹂孤
。: )

)

粉:;!众洽
` T ”

)

y ,

任 {
a 。

.

了口..... ,飞才

l
、r

l

eejl
、

vlvl vv//00凡风

y ,

任 {风 }

`t̀

!
犷11
月

l
ó

一一

若 a n _ 一 〔 忿 < a 。 , n = l
,

2
,

…

L (风 )
,

若 。 蕊 t < 卢
1 ,

月
,
簇 。 1

乙 (几 )
,

若 o 落 t < 5
1 ,

月
1 > U I

无( 5
1

)
,

若 s
, 感 t < 月

1 ,

月
, > 。 1

乙 (风 )
,

若 风 蕊 r < S * + l ,

k 妻 l

L ( S
、 + 1

)
,

若 S 、 + ,
蕊 t < 风

+ ; ,

k 妻 l

r.

!
sewe
l

z̀
、

1
.亡毛
、

一一丛

X ( t ) 二
( L ( t )

,

口
1

( r )
,

口2
( t )

,

H
,

( t )
,

从 ( t ) )

引理 2 {X ( t )
,
t 〕 0 }是 (口

,

买 p ) 上的齐次

马氏过程
,

其状态空间为 (民 B )
,

其中 雳
二 N x R

+ x

R
十 x

N
x

N
,

B 是 罗上的
。
代数

。

证明 只须证明马氏性即可 (见〔2」)
。

设 T 是

一个正实数
,

〔o
,

T〕上的过程 x ( r )
二

( 乙( r )
,

8
,

( r )
,

8
2

( t )
,

H
l

( t )
,

从 ( r ) ) 的性 态 由诸 量 X ( o )
,

y , ,

x ( 了
,

)
,

…
,

了、 ,

x (饰 ) (其中 !v 是使 y ,
蕊 T < 寿

+ 1

成立的自然数 ) 的值完全确定
。

设不 是口 上
,

由仁0
,

T] 上的过程 X ( t) 的性态

从而
,

(为
,

X ( ) ,

) ) 与 X ( T ) 相互确定
。

( l ) 关于

尸 {了
N + , > t + T l x ( o )

,

7
, ,

x ( ) ,

)
, , 二 了, ,

X ( 了
,

) }

① y、 , =
风

由引理 1
,

日s
。
任 { y

, ,

… y ,

}
,

使得 s
, 二

风
-

。 。 。

从而 y N + , > r + r骨
。 。 > t + 0

2

( T )
.

于是
,

尸 {为
+ , > r + T I X ( o )

,

了1 ,

X (了
1

)
,

… yN
,

x ( y ;
) }

= 尸 {
。 。 >

r + 8 2
( 了) r 乙( S

。

)
,

)
, ,

X ( 了
,

) }

从而
,

在

口 , =
{饰 簇 刘 n { T < 八

+ 1

}
二

} y
, 鉴 T }门 {

。。 > 0 2
( T ) }

上
,

有

尸 {
。 。 > t + 口2

( T ) I L ( S
。

)
,

z , ,

x (寿 )
,

罗 一 为 妻 。
, 。。 > 0 2

( T ) {
==

尸 {
。 。 > t + 0 2

( T ) 一X ( T ) }
尸 {

。 。 > 0
2

( T ) 一x ( 了) {



第 1 期 何宁卡等
:

输人和服务均与系统状态相依的排队模型

② 饰
+ 1 二 a n

类似于 ① 中讨论
,

可得结论
。

故在 口
N

上
,

尸 { yN
+ , > r + T l x ( o )

,

y
, ,

x ( 7
:
)

,

… yN
,

X ( yN ) }

确实只依赖 x ( )T
。

( 2 ) 关于

E {尸 {乙( t + T 一 y
N + ;

) 任 B
,

民( r + T 一 ) N + ;

) 任 A
` ,

i = l
,

2 :

尽 (t
+ T 一

为
+ ,

) 任 cj
,

j
二 1

,

;2

l yN
+ ; ,

X ( 了
, 十 ,

) }

I {: < 场
, 1 “

十 T } I X ( o )
,

y l ,

X ( y l

)
,

… 为
,

X (为 ) }

① y +N
, 二

风

由引理 1知
:

日 5
。
任 { y

, ,

…
,

为 }

使得 S
。 =

风
一 。。 ,

于是
,

在 口
,

上

yN
+ 1 二 。 。 + T 一 02

( T ) X (寿
+ 1
)

=
(乙( T )

一 l
,

u 。 + 8
1

( r )
一 8 2

( T )
,

0
,

H
,

( T )
,

2H ( T )
一 1 )

由此可知
,

在给定了 S
。

的条件下
,

( 了
, + l ,

X ( 了
, + 1

) ) 和 (
。 。 ,

X ( T ) )

相互确定
,

这导致存在一个 了
x B 可测函数 h (

。 ,

x
)

,

使得

￡ {尸 {乙( t + T 一 了N + :

) 任 召
,

0
`

( t + T 一 z N+ :
) 任 A

` ,

i = l
,

2 ;

乓(t + T 一
为

+ ,

) 任 cj
,

j
= 1

,

;2

I 了, 十 , ,

X (为
十 ,

) } I {:
《
场

+ , 、 `十 : . 1

x ( o )
,

2 1 ,

x ( 了
t
)

,

一 了; ,

X ( yN ) }
=

E {h (
u 二 ,

X ( T ) ) I }、 ( : ) < 、 、 ` · 、 ( : ) } l

L ( S
。

)
,

S
。 ,

yN
,

x (吞 ) }

于是在

口 , =
{了

; 续 T } 门 {
。 。

> 0 2
( T ) }

上
,

有 E { h (
u 。 ,

X ( T ) ) I {、 ( : )
< 、 ` ! ·

、 ( : ) + l

乙( S
。

)
,

S
。 ,

yN
,

x (为 )
,

T 一
为 ) 0

, 。 。 > 0 2
( r ) }

=

E { h (
。。 ,

X ( T ) ) I }、 ( : )
< 、 鉴 ,· 、 ( : ) + l

X ( r )
, 。 。 > 8

2

( r ) }
=

l

尸 {
。 。 > 口2

( r ) l x ( T ) }

￡ 1尸 1乙( t + T 一
yN

+ ;
) 〔 B

,

8
`

( t + T 一
yN

+ l
) 任 A

` ,

i = 1
,

2
,

乓 (t
+ T 一

为
+ t

) 任 cj
,

j
= 1

,

2,

I为
十 , ,

X ( y , , ,

) } I {: < 场
十 , “

十 : } I X ( 0 )

了, ,

x ( 了
,

)
,

… 寿
,

x ( yN ) }

确实 只依赖 X ( )T
。

至此
,

引理 2 得证
。

3 结 论

假定
:
对每一 m 任 11

,

2
,

… }
,

每一
n 任 11

,

2,

… }
,

尸 ( m
一 l

,

m
,
t ) 和 G (

n 一 l
, n ,

t ) 都有密度函

数
,

且依次记为 f ( m
一 l

,

m
,
r ) 和 g (

n 一 l
, n ,

t )

由 L ( t )
,

H
I

( t) 和 从 ( t) 的定义
,

下面的事实亦

是明显的
: V t 〕 0

,

总成立

从 ( t ) 续 L ( r ) 簇 H
:

( r )

且

乙 ( t ) 任 {H
l
( r )

,

从 ( t ) } ( l )

V ￡ 〕 0
,

定义

s一n
二n

刀一F几卜 ,
, 。

(
“
)

=
I 刃

, “ 二
1, 2, ”

’

一
_

` , ) 二 下更票二上粤
2

卫下
.

m = 1
.

2
.

…
护 n2 一 ` ,

“
一 ` 一 l 一 G ( m 一 1

,

m
, s ) ”

’ “ 一 ` ’ 一 ’

V m
, n ,

l 任 N
,
r

, u , . 任 R
十

令

凡
, n ,

`
( t )

二 p { L ( t )
二 m

H I
( r )

= n ,

从 ( t )
= l }

户。
, 。 ,

,
( t

, u
)△

u = 尸 {乙( t )
= o

u < 8
,

( r ) 蕊
u + △ u ,

万
l

( t )
= n ,

从 ( t )
= l }

p
。 , 。 ,

,
( t

, u , 。
)△

u △: =

尸 {乙 ( t )
= m

, u < 8 ;
( r ) 鉴

u + △ u ,

刃 < 夕2
( t ) 蕊

: + △。 ,

万
1

( r )
= n ,

2H ( r )
= l }

易见

p
。 , 。 ,

Z
( : ,

=

{:
” 。

, 。 ,

亡“
, ·

, d
·

凡
, 。 ,

`
( ` )

=

{
’

{
“

户
m

, 。 ,

,
( :

, 。 ,

v ) d u d妙
,

m 妻 l

定理

V m
, n ,

l 任 N
,
t

, u , 公

p
。 , 。 ,

,
( t

,

任 R
+ ,

p 。
, 。 ,

,
( r

, u
)

u , :
)

由下面的方程组确定
:

u
)

=一尸且而+

a一九

`+

02 ( T )

礼( )T

“ ` 3 ,

X ` T ,’ d G̀ m 一 `
,

m
, 3

, , X ` T ,
} 务

“ 人一 (
U’ ” 、 ` U ’ ” 。

,

。
,

。 “
, U ’

.

I
J.r之. ..̀

E

② 寿
+ , = 。 n

结论的证明与 ① 类似
。

综上知
:
在 。 、

上
,

f 刁 刁 1二

l而 +
而 ] I’

。
,

一 。又t
u
)

=

一

落
“ *

一 (
U ’占、 ` U ’ ” 。

,

一 “
, U ’ +
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