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摘　要:运用锥拉伸与锥压缩原理 , 在适当的条件下建立一类奇异二阶微分系统边值问题正解的存在性。突破
了有关文献中要求非线性项超线性或次线性增长的限制。
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　　由于广泛的数学与物理应用背景 , 近年来 , 人

们对于二阶奇异微分方程边值问题的研究非常活

跃 , 如文 [ 1-3] 及它们的参考文献。但是对于常

微分方程组边值问题及其奇异情形的结果并不多见

(参见文 [ 4-8])。本文讨论如下形式的奇异二阶

微分系统

x″(t)+a(t)f(x , y)=0

y″(t)+b(t)g(x , y)=0 , 　0 < t <1
(1)

x(0)= x(1)= y(0)= y(1)=0

正解的存在性。其中 f , g ∈ C([ 0 , ∞))×[ 0 , ∞),

[ 0 , ∞), a , b ∈ C((0 ,1), [ 0 , ∞))。假设

(H)0 <∫
1

0
s(1-s)(a(s)+b(s))ds <∞,

 θ∈ 0 , 1
2
,∫

1-θ

θ
a(s)ds >0 ,∫

1-θ

θ
b(s)ds >0

称(x , y)为问题(1)的正解 ,是指

(x , y)∈ (C
+
[ 0 ,1] ∩ C

2
(0 ,1))×

(C
+
[ 0 ,1] ∩ C

2
(0 ,1))

x 与 y 不同时恒为零 ,且满足系统(1)。

对任意函数h ∈ C([ 0 , ∞)×[ 0 , ∞),[ 0 , ∞)),

记 h0 =limx+y※0+
h(x , y)
x +y

h∞ =limx+y※∞+
h(x , y)
x +y

h
0
=limx+y※0+

h(x , y)
x +y

h
∞
=limx+y※∞+

h(x , y)
x +y

文 [ 5-8] 虽然对问题 (1)建立了正解及多个正

解的存在性结果 , 但都是在非奇异情形下的讨论 。

本文允许 a(t)和 b(t)都在[ 0 ,1] 的端点 t =0和 t

=1处具有适当的奇性 ,不要求非线性项 f和g在端

点(t =0或 t =1)超线性或次线性增长(如文[ 1] ),

应用锥拉伸压缩原理 ,在更一般的增长条件下建立

问题(1)正解的存在性 。本文推广了文[ 1 ,4] 中的相

应结果 。

1　基本引理

记 X =C[ 0 ,1] ,其上范数为通常上确界范数。

记 E =X ×X , 定义范数

‖(x , y)‖ =‖ x‖ +‖y‖ ,  (x , y)∈ E

则 E 为 Banach空间。定义算子 F:

F(x , y)(t)=∫
1

0
G(t , s)a(s)f(x(s), y(s))ds ,

∫
1

0
G(t , s)b(s)g(x(s), y(s))ds :=

(A(x , y)(t), B(x , y)(t))

其中 , G:[ 0 ,1] ×[ 0 ,1] ※[ 0 , ∞)为方程 u″(t)=0 ,

0 < t <1 ,在边值条件 u(0)=u(1)=0下的Green

函数:

G(t , s)=
(1 -t)s , 0 ≤ s ≤ t ,

t(1 -s), t ≤ s ≤1

不难验证下列事实:

(1)若(x , y)∈ C
+
[ 0 ,1] ×C

+
[ 0 ,1] ,则 A(x ,

y)(t), B(x , y)(t)在[ 0 ,1] 上非负连续 。

(2)若(x , y)∈ C
+
[ 0 ,1] ×C

+
[ 0 ,1] ,则

A″(x , y)(t)=-a(t)f(x , y)

B″(x , y)(t)=-b(t)g(x , y)

A(x , y)∈ C
+
[ 0 ,1] ∩ C

2
(0 ,1)

B(x , y)∈ C
+
[ 0 ,1] ∩ C

2
(0 ,1)
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(3)若(x , y)∈ C
+
[ 0 ,1] ×C

+
[ 0 ,1] , F(x ,

y)=(x , y),则(x , y)为问题(1)的解 。

(4)F 是全连续算子。事实上 ,与以往大量文献

一样 ,比如文[ 1] 和[ 2] 。容易验证 A , B 均全连续。

令 K ={(x , y)∈ E:x(t)≥0 , y(t)≥0 ,

t ∈ [ 0 ,1] , min
θ≤t≤1-θ

(x(t)+y(t))≥θ‖(x , y)‖}

则K 是E中的锥 。现证 FK  K 。事实上 ,对任意(x ,

y)∈ K , t ∈ [ 0 ,1] , 有

‖A(x , y)‖ =max
0≤t≤1∫

1

0
G(t , s)a(s)f(x(s)y(s)ds)≤

∫
1

0
G(s , s)a(s)f(x(s), y(s))ds

‖B(x , y)‖ ≤∫
1

0
G(s , s)b(s)g(x(s), y(s))ds

另外 , 容易验证
G(t , s)
G(s , s)

≥θ, t ∈ [ θ,1-θ] 。因此

min
θ≤t≤1-θ

(A(x , y)(t)+B(x , y)(t))=

min
θ≤t≤1-θ∫

1

0
G(t , s)a(s)f(x(s), y(s))ds +

∫
1

0
G(t , s)b(s)g(x(s), y(s))ds ≥

min
θ≤t≤1-θ∫

1

0
G(t , s)a(s)f(x(s), y(s))ds +

min
θ≤t ≤1-θ∫

1

0
G(t , s)b(s)g(x(s), y(s))ds ≥

θ∫
1

0
G(s , s)a(s)f(x(s), y(s))ds +

∫
1

0
G(s , s)b(s)g(x(s), y(s))ds ≥

θ(‖A(x , y)‖+‖B(x , y)‖)

　　下述引理在本文证明中至关重要 (见文 [ 9 ,

10])。

引理 1　设 K 是 Banach空间 E 中的锥 , 又设

Ψ1 , Ψ2 为 E 中的 2个开子集 ,0 ∈ Ψ1  Ψ1  Ψ2 ,

算子 F :K ∩ (Ψ2) Ψ1)※K 全连续 , 且使下述二

者之一成立:

(1)‖Fu ‖ ≤‖ u ‖ ,  u ∈ K ∩  Ψ1;

‖Fu ‖ ≥u ‖ ,  u ∈ K ∩  Ψ2;

(2)‖Fu ‖ ≥‖u ‖ ,  u ∈ K ∩  Ψ1;

‖Fu ‖ ≤‖ u ‖ ,  u ∈ K ∩  Ψ2

则 F 在K ∩ (Ψ2 Ψ1)中至少有一个不动点 。

2　主要结果及其证明

定理 1　设条件 (H)成立 , 若下列条件之一

成立:

(1)0 ≤ f
0
<M ,0 ≤g

0
<M ,且 m < f ∞ ≤∞

或 m <g∞ ≤∞;

(2)0 ≤ f
∞
<M ,0 ≤g

∞
<M ,且 m <f 0 ≤∞

或 m <g0 ≤∞ ;

其中

M
-1
=∫

1

0
G(s , s)(a(s)+b(s))ds ,

m
-1
=min θmax

t ∈ [ 0 , 1]∫
1-θ

θ
G(t , s)a(s)ds ,

θmax
t ∈[ 0 ,1]∫

1-θ

θ
G(t , s)b(s)ds

则问题 (1)至少存在一个正解。

证明　(1)设 f
0
<M , g

0
<M , f ∞ >m(若

g∞ >m成立同样可证)。取0 <ε<1 ,使 f
0
≤M -

ε), g
0
≤M -ε, f ∞ ≥m +ε。则  0 < r <R

＊
,当

0 < x , y ≤ r时 , f(x , y)≤(M -ε)(x +y), g(x ,

y)≤(M -ε)(x +y);当 x +y ≥R
＊
时 , f(x , y)

≥(m +ε)(x +y)。

令 Ψ1 ={(x , y)∈ E:‖(x , y)‖ < r}。则对

 (x , y)∈ K ∩  Ψ1 , 有

‖A(x , y)‖ ≤∫
1

0
G(s , s)a(s)f(x(s), y(s))d s ≤

(M -ε)∫
1

0
G(s , s)a(s)ds ‖(x , y)‖

同样地 , ‖B(x , y)‖ ≤

(M -ε)∫
1

0
G(s , s)b(s)ds‖(x , y)‖

从而 ,

‖F(x , y)‖ =‖A(x , y)‖ +‖B(x , y)‖ ≤

(M -ε)∫
1

0
G(s , s)(a(s)+b(s))ds ‖(x , y)‖ ≤

‖(x , y)‖

　　取 R >
1
θ
R
＊
, 令

Ψ2 ={(x , y)∈ E:‖(x , y)‖ <R}

则对  (x , y)∈ K ∩  Ψ2 , 注意到

min
t ∈ [ θ,1-θ]

(x(t)+y(t))≥θR >R
＊

有 ‖(A(x , y)‖ ≥

(m +ε)θ∫
1-θ

θ
G(t , s)a(s)d s‖(x , y)‖

 t ∈ [ 0 ,1]

从而 , ‖F(x , y)‖ ≥‖A(x , y)‖ ≥

(m +ε)θmax
t ∈[ 0 , 1]∫

1-θ

θ
G(t , s)a(s)ds‖(x , y)‖ ≥

‖(x , y)‖

综上所述 , 由引理 1之 (1), F在K ∩(Ψ2 Ψ1)中

至少存在一个不动点 , 也即问题(1)至少存在一个

正解。

(2)设 f
∞
<M , g

∞
<M , f 0 >m(若 g0 >m成

立 ,同样可证)。取0 <ε<1 ,使 f
∞
≤M -ε, g

∞
≤
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M -ε, f 0 ≥m +ε。则  r >0 ,当 0 <x , y ≤ r时 ,

f(x , y)≥(m +ε)(x +y)。令 Ψ1 ={(x , y)∈ E:

‖(x , y)‖ <r}。则对  (x , y)∈ K ∩  Ψ1 , 有

‖A(x , y)‖ ≥

(m +ε)θ∫
1-θ

θ
G(t , s)a(s)ds‖(x , y)‖

 t ∈ [ 0 ,1]

从而 ,

‖F(x , y)‖ ≥‖ A(x , y)‖ ≥

(m +εθmax
t ∈[ 0 , 1]∫

1-θ

θ
G(t , s)a(s)ds‖(x , y)‖ ≥

‖(x , y)‖

现在令 f(w)= max
0≤x+y≤w

f(x , y), g(w)= max
0≤x+y≤w

g(x ,

y),则 f
∞
≤M -ε, g

∞
≤M-ε。 R >2r ,当 w ≥

R 时 ,有 f(w)≤(M -ε)w , g(w)≤(M -ε)w。令

Ψ2 ={(x , y)∈ E :‖(x , y)‖ <R}。则对  (x , y)

∈ K ∩  Ψ2 , 有

‖A(x , y)‖ ≤∫
1

0
G(s , s)a(s)f(x(s), y(s))ds ≤

∫
1

0
G(s , s)a(s) f(R)ds ≤

(M -ε)∫
1

0
G(s , s)a(s)dsR ·

‖B(x , y)‖ ≤(M -ε)∫
1

0
G(s , s)b(s)d sR

所以 , ‖F(x , y)‖ ≤

(M -ε)∫
1

0
G(s , s)(a(s)+b(s))d sR ≤

R =‖(x , y)‖

综上所述 , 由引理 1之 (2), F 在K ∩ (Ψ2 Ψ1)

中至少存在一个不动点 , 也即问题 (1)至少存在

一个正解 。

定理 2　设条件 (H)成立 , 如果下述条件之

一满足:

(1) p >0 ,使0 ≤ lim
x※0+

sup
0≤y≤p

f(x , y)
x

<M ,0 ≤

lim
y※0+

sup
0≤x≤p

g(x , y)
y

<M ,且 m <f ∞ ≤∞或 m <g∞

≤∞;

(2) p >0 ,使0 ≤ lim
y※0+

sup
0≤x≤p

f(x , y)
y

<M ,0 ≤

lim
x※0+

sup
0≤y≤p

g(x , y)
x

<M ,且 m <f ∞ ≤∞或 m <g∞

≤∞。

其中 ,M 和m 同定理 1中取法 。则问题(1)至少

存在一个正解。

证明 　(1)取0 <ε<1 ,使

lim
x※0+

sup
0≤y≤p

f(x , y)
x

≤M -ε,

lim
y※0+

sup
0≤x≤p

g(x , y)
y

≤M -ε, f ∞ ≥m +ε

(若 g∞ >m 成立 ,同样可证)

则  0 < r ≤ p ,当 0 < x , y ≤ r时 ,

f(x , y)≤(M -ε)x , g(x , y)≤(M -ε)y

令 Ψ1 ={(x , y)∈ E :‖(x , y)‖ < r}

则对  (x , y)∈ K ∩  Ψ1 , 有

‖A(x , y)‖ ≤∫
1

0
G(s , s)a(s)f(x(s), y(s))d s ≤

(M -ε)∫
1

0
G(s , s)a(s)d s‖ x‖ ,

‖B(x , y)‖ ≤(M -ε)∫
1

0
G(s , s)b(s)ds ‖y ‖

从而 , ‖F(x , y)‖ ≤

(M -ε)∫
1

0
G(s , s)(a(s)+b(s))ds ‖(x , y)‖ ≤

‖(x , y)‖

由 f ∞ ≥m +ε知 ,  R1 >2p ,当 x +y ≥R1 时 ,

f(x , y)≥(m +ε)(x +y)

取 R >
1
θR1 ,令

Ψ2 ={(x , y)∈ E:‖(x , y)‖ <R}

则对  (x , y)∈ K ∩  Ψ2 , 注意到

min
t ∈ [ θ, 1-θ]

≥θR >R1

有 ‖ A(x , y)‖ ≥

(m +ε)θ∫
1-θ

θ
G(t , s)a(s)ds‖(x , y)‖ ,

 t ∈ [ 0 ,1]

从而 , ‖F(x , y)‖ ≥‖A(x , y)‖ ≥

(m +ε)θmax
t ∈[ 0 , 1]∫

1-θ

θ
G(t , s)a(s)ds‖(x , y)‖ ≥

‖(x , y)‖

综上所述 , 由引理 1 (1), F在K ∩ (Ψ2 Ψ1)中至

少存在一个不动点 , 也即问题 (1)至少存在一个

正解。

(2)类似 (1)的证明。
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Abstract:The existence of positive solutions for a singular second order differential systems of boundary value problems
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references in sublinear and superlinear cases.
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five_scale gray image , pre_processes the image with morphological method , then locates and segments the vehicle license

plate by analyzing and discriminating the statistical_letter_frequency property of every possible regions.The algorithm is
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Experiments show that the locating and segmenting method is harmony with human vision , and is effective even for image

with noises.
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