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摘　要:总结了超模序的一些性质, 这些性质充分地说明了超模序能刻划随机向量的正相关性的强度。并证明

了一个新的性质。最后给出了超模序在有正相关到达的离散时间排队系统中的应用, 得到了队长的一些随机比

较结果, 并分析了有 Bernoulli相关到达和消息长度相关的 N 源消息到达 2 个具体的模型。

关键词:超模序;正相关性;离散时间排队系统

中图分类号:O226　　文献标识码:A　　文章编号:0529-6579 ( 2004) 06-0166-04

　　随着应用领域所提出的排队系统模型越来越复

杂, 传统的排队系统分析方法已经显得有些力不从

心。现在, 已经有很多人开始注意随机序了, 希望

能够通过随机比较的方法得到复杂排队系统的一些

界。超模序是用来刻划随机向量正相关性的一种很

有用的多维随机序。已经有文章介绍和分析超模序

(见文 [ 1-3] ) 。最近 Müller 等
[ 4]
写了一篇有关超

模序的总结性文章。本文总结超模序的一些性质,

这些性质充分地说明了超模序能刻划随机向量的正

相关性的强度。并证明了一个在排队系统分析中有

用的新的性质命题 1。最后给出了超模序在有正相

关到达的离散时间排队系统中的应用, 得到了队长

的一些随机比较结果, 并分析了有 Bernoulli相关到

达和消息长度相关的消息到达 2个具体的模型 。

本文的基本结构为:第 1节总结超模序的一些

性质, 第 2节定义随机变量的正相关性。最后一节

给出了超模序在离散时间排队系统分析中的应用 。

1　超模序

现在已经有很多序提出用来描述和比较随机向

量的相关性, 本文着重于超模序的应用 。

超模序是一种能很好刻划随机向量正相关性的

多维随机序。下面先总结一些已有的成果。

定义 1 　函数  :R
n
※ R 被称为超模的

( supermodular) , 如果对所有的 X , Y ∈ R
n
有:

 ( X ∨ Y ) + ( X ∧ Y ) ≥ ( X ) + ( Y )

其中,

X ∨ Y =( X1 ∨ Y 1 , X2 ∨ Y 2 , …, Xn ∨ Y n ) ,

X ∧ Y =( X 1 ∧ Y 1 , X 2 ∧ Y 2 , …, Xn ∧ Yn )

运算符号 ∨和∧分别代表取最小和最大运算 。

定义2　记 Υ为一簇 Borel可测函数  :R
n
※

R, 称 n维向量X 和Y 满足关系X ≤ΥY , 如果

E[ ψ( X) ] ≤E[ ψ( Y ) ] ( 1)

对所有存在有限数学期望的函数 ψ∈ Υ成立 。

定义3　n 维随机向量X 和Y 满足:

( 1) X ≤icx Y , 如果 ( 1) 式对所有递增凸函数

Υ:R
n
※R成立;

( 2) X ≤sm Y , 如果 ( 1) 式对所有超模函数

Υ:R
n
※R成立;

下面给出几个超模序的性质 。

定理1　X =( x1 , x2 , …, xn ) , Y =( y1 , y 2 , …,

yn ) 为 n 维的随机向量, X ≤sm Y , 则

( 1) xi =st yi , i =1, 2, …, n , (这里=st表示 2

个随机变量依分布相等) 。

( 2) Cov( xi , xj ) ≤Cov( yi , yj ) 对任意 i , j ∈ {1,

2, …, n}成立 。

证明　只要定义超模函数

ΧZ ( X) = I{X:X>Z}( X) ,  Z ( X) = I{X:X≤Z}( X )

和 f ( x1 , x2 , …, xn ) = xixj 即可得证 。

由以上命题可看出, 超模序可以比较边缘分布

相同, 相关性不同的随机向量。下面再从文[ 3]直

接引出超模序的封闭性质, 而略去证明。

定理2
[ 3]
　

( 1) ( X 1 , X 2 , …, Xn ) 和( Y 1 , Y 2 , …, Y n ) 是 2个

随机向量。如果

( X 1 , X 2 , …, Xn ) ≤sm( Y 1 , Y 2 , …, Y n )

则 ( g1 ( X1 ) , g2 ( X 2 ) , …, gn ( Xn ) ) ≤sm

( g1 ( Y 1 ) , g2 ( Y 2 ) , …, gn ( Yn ) )

对所有单调函数 gi :R ※R, i =1, 2, …, n成立。
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( 2) X = ( X 1 , X 2 , …, Xn ) 和 Y =( Y 1 , Y 2 , …,

Yn ) 是 2个随机向量 。如果 X ≤sm Y 则对所有 I  

{1, 2, …, n}有 X I ≤sm Y I 。

( 3) X , Y 和 Υ都是随机向量,且对所有在定义

域中的 θ有

[ X |Θ=θ] ≤sm[ Y |Θ=θ]

则 X ≤smY 。

　　定理 3　X =( X1 , X2 , …, Xn ) 和 Y =( Y 1 , Y 2 ,

…, Yn ) 为随机向量, X ≤sm Y , Z 为另一m维随机向

量,独立于 X, Y , 则

( h1 ( X 1 , Z ) , h2 ( X2 , Z ) , …, hn ( Xn , Z ) ) ≤sm

( h1 ( Y 1 , Z ) , h2 ( Y 2 , Z ) , …, hn ( Y n , Z ) )

其中, h i ( X, Z ) , i =1, 2, …, n为任意对给定的 Z ,

关于 x 单调的函数 。

证明　由定理 2 ( 1) 和 ( 3) 直接得到 。

推论 1　X , Y 是 n 维随机向量, Z 是独立于X

和Y 的n维随机向量,如果 X ≤sm Y , 那么 X +Z ≤sm

Y +Z 。

命题1　{X i , i =1, 2, …}是一相互独立的 n

维随机向量序列, X i = ( X i, 1 , X i, 2 , …, X i, n ) 。引入

另一随机序列  X i = X i, 1 ,  X i,2 , …,  X i, n ) , i =1, 2, …

使得 X i 独立于X j 且对任意 i , j =1, 2, …,  X i =st X j ,

如果对任意 i =1, 2, …有  X i ≤sm X i ,则

( 1) ∑
N

i=1

 X i ≤sm ∑
N

i=1

X i ;N =1, 2, …

(2) 给定 N , 令 Ij  {1, 2, …, N}, j =1, 2, …,

n , Card( I j ) =Nj 。为了简单起见作如下记号:

X ( I
1

, I
2

, …, I
n

) = ∑
k ∈ I

1

Xk, 1 , ∑
k ∈ I

2

Xk ,2 ……, ∑
k ∈ I

n

Xk, n

 X ( I
1

, I
2

, …, I
n

) = ∑
k ∈ I

1

 Xk, 1 , ∑
k ∈ I

2

 Xk ,2 ……, ∑
k ∈ I

n

 X k, n

则

 X ( I
1
, I

2
, …, I

n
) ≤smX ( I

1
, I

2
, …, I

n
) ( 2)

　　 ( 3) 当 N和 Ni , i =1, 2, …, n 都为随机变量

时, 不等式 ( 2) 仍然成立 。

证明　 ( 1) 使用数学归纳法。当 N =1, 显然

成立,现在假定当 N = k 时成立, 即

 X1 + X2 +…+ Xk ≤smX 1 +X 2 +…+Xk

则由推论 1可得

 X 1 + X 2 +…+ Xk + X k+1 ≤sm

X1 +X2 +…+ Xk + X k+1 ≤sm

X1 +X2 +…+Xk +Xk+1

( 2) 根据 k 值把X ( I
1

, I
2
, …, I

n
) 和  X ( I

1
, I

2
, …, I

n
) 分别

分成 N个n维随机向量Z 1 , Z 2 , …, ZN 及 Z 1 ,  Z 2 , …,

 ZN 之和。也就是说把具有相同下标 k 的元素放入相

同的随机向量中。例如:对 N =n =3的情形,如果

X ( I
1
, I

2
, I

3
) =

( X 1, 1 +X2, 1 +X 3,1 , X2, 2 +X3, 2 , X 1,3 +X3, 3 )

则应该把它分成

Z 1 =( X1, 1 , 0, X 1,3 ) , Z 2 = ( X 2, 1 , X2, 2 , 0)

和 Z 3 =( X3, 1 , X3, 2 , X3, 3 )

之和,即 X ( I
1
, I

2
, I

3
) =Z 1 +Z 2 +Z 3 。

　　从而由定理 2的结论( 1)有  Z i ≤sm Z i , i =1, 2,

…, N 。(因为 f ( x ) =0, g ( x) =x 都是单调函数)再

由本命题( 1)则很容易得证;

( 3) 令

X ( I
1

, I
2

, …, I
n

) =

( ∑
k ∈ I

1

Xk, 1 , ∑
k ∈ I

2

Xk, 2 , …, ∑
k ∈ I

n

Xk, n

其中, Card( I i ) =N i , ( i =1, 2, …, n) 都是随机变

量 。则对任意的超模函数  :R
n
※R, 有

E[  ( X ( I
1
, I

2
, …, I

n
) ) ] =

E[ E[ …E[E (  X ( I
1

, I
2

, …, I
n

) ) Nn ] … N2 ] N 1] ≤

E[ E[ …E[ E ( X ( I
1
, I

2
, …, I

n
) ) N n] … N 2] N 1 ] =

E[  ( X ( I
1

, I
2

, …, I
n

) ) ]

其中的不等式由( 2)式保证。

2　随机变量的正相关性

首先给出正相关性的一个定义。

定义4　如果 n 维随机向量

X =( X1 , X2 , …, Xn )

满足:对任意 i =1, 2, …, n 和 xj ≥ yj , j =1, 2, …,

i -1,有

[ X i |X 1 = x1 , …, X i-1 = xi-1 ] ≥st

[ X i |X1 = y1 , …, X i-1 = yi-1 ]

则称 X 是条件序列递增的( CIS) 。

我们知道超模序能刻划正相关性, 而下面定理

正是说明这一点。

定理 4　X = ( X1 , X2 , …, Xn ) 是条件序列递

增的随机向量,

Y =( Y 1 , Y 2 , …, Yn )

其中 Y 1 , Y 2 , …, Y n 是相互独立的随机变量,且 X i =st

Y i , i =1, 2, …, n,则 X ≥sm Y 。

3　有正相关到达的离散时间排队系统的随机比较

3.1　一般正相关到达　这一节讨论超模序在离散

时间排队系统分析中的应用 。在离散时间排队系统

中,时间划分成固定长度的区间称为时隙( slots) 。

假定缓冲器容量无限, 服务器有恒定的服务率, 每个
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时隙服务完 c 个顾客。{An , n =0, 1, …}是时隙 n

中到达的顾客数, 为一服从概率密度 P ( An = k) =

pk 的随机变量 。{Qn , n =0, 1, …}是在时隙 n 边界

缓存器中的队长,则有:

Q0 =q0

Qn+1 =[ Qn +An -c]
+　n =0, 1, …,

其中, q0 为系统的初始状态 。下面给出队长单调性

的定理,证明可参见文[ 5] 。

定理 5　{A
1
n , n =0, 1, …}和{A

2
n , n =0, 1,

…}为 2个单服务员的离散时间排队系统的输入过

程。如果

{A
1
n , n =0, 1, …}≤sm{A

2
n , n =0, 1, …}

则相应的队长过程{Q
1
n , n =0, 1, …}和{Q

2
n , n =

0, 1, …}依递增凸序是有序的, 即给定初始状态 Q
1
0

=Q
2
0 =q0 , 则对 n =1, 2, …有 Q

1
n ≤icx Q

2
n 。如果

E[ A0
i
] < c, i =1, 2, 则lim

n ※∞
Qn

i
=Q

i
且Q

1
≤icx Q

2
。

3.2　Bernoulli相关到达　同样考虑一个离散时间

排队系统, 缓存器容量无限,到达过程是 Bernoulli相

关的, 即存在2个参数 , α=P{在一个时隙中有一

个顾客到达|在前一个时隙有一个顾客到达}, 和 β

=P{在一个时隙中没有顾客到达|在前一个时隙

没有顾客到达}来刻划到达过程 。

令 An ( n =1, 2, …) 为第 n 个时隙中到达的顾

客数,则在稳态情形下,在任意时隙中有一个顾客到

达的概率为 P{A =1}=
1-β

2-α-β
。显然, 到达是

相关的, 但却不一定是正相关 。下面给出 Bernoulli

到达正相关的条件:

命题 2　有 2个参数 α和 β的 Bernoulli相关到

达过程,如果 α+β >1, α, β ∈ ( 0, 1) ,则{An , n =

1, 2, …}是条件序列递增的( CIS) 。

证明　由条件序列递增的定义可直接得到。

综合定理 5和命题2有

命题 3　{Qn , n =1, 2, …}为有 Bernoulli相关

到达的离散时间排队系统的队长, { An , n =1, 2,

…}是一取值于{0, 1}的相互独立同分布的随机变

量序列,概率密度函数为 P{ An =1}=
1 -β

2 -α-β
,

P{ An =0}=
1-β

2-α-β, n =1, 2, …, 相应地以

{ An , n =1, 2, …}为到达过程的队长为{ Qn , n =1,

2, …},则给定初始状态 Q0 =Q0 =q0且α+β >1,

α, β ∈ ( 0, 1) ,有  Qn ≤icx Qn ( n =0, 1, …) ,当2个系

统都满足稳态条件, 则进一步有  Q ≤icx Q 。其中,

lim
n ※∞
 Qn = Q , lim

n ※∞
Qn =Q 。

3.3　消息长度相关的 N源消息到达　考虑一个有

N 个源的离散时间排队系统, 缓冲器容量是无限

的 。一个消息包含多个数据包, 这里把数据包看成

顾客 。一个源在一个时隙以概率 p 产生一个消息,

以概率 q( q =1-p) 不产生 。消息长度指的是消息

所包含的数据包的数目 。消息长度都服从概率密度

函数 m( n) =P{一个消息中含有 n个数据包}, n ≥

1,记 X i

k
( k =1, 2, …, N ) 为第 k 个源第 i 次产生的

消息的长度 。本文假定同一个源产生的消息的长度

是条件序列递增的, 而不同源产生的消息长度是相

互独立的 。也就是说, 对任意 n 和 k =1, 2, …, N ,

( X1
k

, X2
k

, …, Xn

k

) 是CIS,但是对 k 1 ≠k2 , i , j =1,

2, …, X
k

1
i , X

k
2
j 是相互独立。这种模型在高速通信网

中有大量的应用背景。令 In表示在第n个时隙中产

生了消息的源的序号集合, 则 In ∈ {1, 2, …, N}且

Card( In ) =Nn , Nn 是一随机变量, 服从概率密度函

数 P{N n =j}=C
j
Np

j
q
N-j
=b( N , p) ( n =1, 2, …) 。

从而 An =∑
k ∈ I

n

X
k

j
n
,其中 jn表示在第n时隙, 第 k 个源

产生的消息的序号 。则从定理2结论( 2)和命题 1结

论( 3)得到如下结果 。

命题4　在一个有消息长度相关的 N 源消息到

达的离散时间排队系统(如上面所描述的)中, 用

{Qn , n =1, 2, …}表示第 n 时隙的队长。再考虑一

个消息长度是相互独立的 、其它都不变的离散时间

排队系统, 用{ Qn , n =1, 2, …}表示相应的队长序

列 。则给定初始状态 Q0 =Q0 =q0 , 有 Qn ≤icx Qn , n

=0, 1, …。当2个系统都满足稳态条件时,则进一步

有  Q ≤icx Q,其中, lim
n ※∞
 Qn = Q , lim

n※∞
Qn =Q 。

参考文献:

[ 1] 　JOE H.Multivariate concordance[ J] .J Multivariate Anal,

1990, 35:12-30.

[ 2] 　MOSHE S, SHANTHIKUMAR J G.Supermodular stochastic

orders and positive dependence of random vectors[ J] .J

Multivariate Analysis, 1997, 61:86-101.

[ 3] 　MEESTER L E, SHANTHIKUMAR J G.Regularity of

stochastic processes:A theory based on direction convexity

[ J] .Probab Eng Inform Sci, 1993, 7:343-360.
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