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摘 要 : 在任意的实 B
a n a C h 空间中

,

在 su p 风 < k/ [ (L l + : )] 和艺
口 。 = 0o

, a 。

~ 0 的条件下
,

讨论了 U psc h itZ

强伪压缩算子的 M~ 迭代和 Ihis k a w a

迭代收敛等价的问题
,

推广了目前已知的结果
。
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1 引言和定义

设 E 是任意的实 Ban ac h 空间
,

E
`

为 E 的对偶

空间
,

<
. , .

>表示 E
’

与 E 之间的对偶
,

正规对偶映

射 J : E ~ 2
“

定义为
:

方 =
{f 任 E

` :
<
x ,

户
=

}1
劣

1】
,

日f 11
二

}!
尤

}} }

设 E是一个实 B an ac h 空间
,

T : D ( )T ~ E 称为

强伪压缩 (伪压缩 ) 的 l[]
,

如果对所有的
: ,

y 〔

刀 ( T ) 存在 j (
: 一 , ) 任 J (

x 一 少 ) 和 t > l ( t = l )
,

使得

<xT
一
外

,

j(
二 一
户 )

x 一 了 }}
2

( l )

若令 k 二 ( , 一
l) 八

,

则 T 是强伪压缩当且仅当下面

不等式成立
。

<( , 一 T 一 无z )
: 一

( z
一 T 一 无z ) y

,

j (
二 一 y ) ) ) O

( 2 )

现在
,

回忆 M~ 迭代和 Ihs i如w a
迭代序列

。

给定

Ba n a c h 空间 E
,

M ann 迭代 2[] 定义为

x 。 任 E
, 、 n + : 二

( l
一 a 。

)
x 。 + a n

几
。 , n ) 0 ( 3 )

hsI ik
~ 迭代3[] 定义为

:

u 。 任 E
, u 。 + : =

( l
一 a 。

)
u 。

+ a n

几
n

。 。 =
( l

一
尽

:

)
。 。 +

风uT
。 , n 〕 o ( 4 )

其中

0 鉴 a 。 ,

风 簇 l
,

V
n 多 O

hsI ik
~ 具误差的迭代闭定义为

u 。 任 E
, u n + , =

( l
一 a 。

)
u 厅 + a 。

几
。 + 叮

n

。 。 =
( l

一
风 )

u 。 +
风 uT

。
+ r 。 , n 〕 0 ( 5 )

引理 s1[ 设
。 。

是非负序列
,

满足

a n + 、 ( ( l
一 t

。

)
a 。 + b

, + 。 n

这里
,

:
。

任 ( o
,

一)
,

习
` , = 二

,

。
。 = o

( `
。

)
,

名
e 。

<

n 二 I n 二 l

+ ao
,

则一定有 h m a 。 二 0
。

在过去 的二十多年
,

c hi d t lm e 〔̀ ,6 一 ’ 1和许多作

者氏
4〕在 (妇 一致光滑

,

一致光滑
、

光滑 B

~
h

空间等
,

得到了具误差的 M~ 和 L hi k
~ 迭代序

列在适 当的条件下
,

强收敛到方程 xT 二
f 的解

,

但在一般情况下
,

M~ 迭代与 L hi k
~ 迭代的收

敛性是不等价的
。

本文将讨论强伪压缩算子 的

M an n
迭代与 Ihs ik ~ 迭代收敛性的等价问题

,

所

得结果改进了 R ll o a de
尹〕的结果

。

2 主要结果和证明

现在
,

给出并证明下面的定理
。

定理 1 设 E 是任意的实 B an a c h 空间
,

T : E ~

E 是 U sP hic st 强伪压缩算子 (不妨设 L 〕 1 )
, x 。 二

u 。 任 君
, 二。

和 。 二 , 。 。

如 ( 3 )
,

( 4 ) 式所定义
,

非负实数

列 {
a 。

}万
= 0 ,

{风 }万
= 。

满足

( l )
s u p 风 < k zL (一

+ 乙 )

l一t
感

( 2 ) 艺
a 。 = aO

, a 。

~ 0

则对 T 的任意不动点
x ’ ,

下面的命题等价
:

( a) M ann 迭代强收敛于不动点
x ’

;

( b) sI hi k
~ 迭代强收敛于不动点

x ` 。

证明 既然 T 是 u sP hc ist 强伪压缩算子
,

由文

【10 」可知 T 有不动点
x ` 。

容易看出若 ( b) 成立
,

只

须令 风
= 0

,

则 (
a
) 成立

。

下面证明 (
a
)蕴涵 ( b )

,

由式 ( 3 )和式 ( 4 )
,

有

}}
u 。 -

u n + r + a n u 。 一 a 。

几
。 一

x 。

}!
二

一 。 。 x 。
+ 。 。

xr
。

I}
=

`
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( l + a 。

) (
u n + : 一 x n + 飞

)
+

a 。

[ ( I 一 T 一 kl )
u n + : 一

( I 一 T 一 kl )
x n + .

1 -

( l
一 k )

a , ;

(
u 。 一 x 。

) +

( 2
一 人)

。

岌(
u 。 一 几

。 一 : 。
+ xT

。

) +

a 。

( uT
。 + , 一 几

。 一 xT
n + , + xT

二

) }} ( 6 )

由于

<( I 一 T 一
kI )

: 一
( I

~ T 一
kl ) y

,

j(
: 一
力 ) 〕 0

( 7 )

因此
,

由 aKt 少
了可知

}}
二 一 了 {} 盛

!{
二 一 y 十 ;

以 I 一 T 一 kI )x
一

( I 一 T 一 kI )刃 }}

对所有的
、 ,

y 任 E 和 厂 < 0 成立
。

故

}}
u 。 一 x 。

!} ) ( l
+ a 。

) }} (
u n + , 一 x n + 1

) +

口 n

l + a n
[ (了

一 r 一 无, ) l
u 。 + , 一

(了
一 T 一 kI )

x 。 + 1

〕 }!
-

( l 一 人)
。 。

}!
u 。 一 x ,

)}
+

( 2
一 无)

a

二1】“
。 一 vT

。 一 x 。
+ 几

。

}l
-

a 。

{I uT
。 + l 一 几

, 一 几
。 + , +

氏 }{
=

( 1 + 。 。

) 1】。 。 + , 一 二。 + ,

11
-

( l
一 人) 。

。

!1 。
。 一 x 。

日 +

( 2
一 无)

。

二】!
u 。 一 几

, 一 : 。
+ 几

。

】1
-

a 。

1} uT
n + , 一 几

,
一 xT

。 + , + xT
。

】1 ( s )

因此

{}
u 、 + 1一

。 十 ;

}̀ 、

}川长夕
玉

}
,,
· 。

一
。

“ ·

,

气鲁二
}̀一

几
·

一
“

·

’“

气
{, uT叶

1 一

几
一

xnT
+l +

xnT ” 续

l +
( l

一 介 )
a n

l + 刀
。

J
; l

( 2
一 人 )

。
反】】叭

-

( 2
一 k )

a

岌}} xT
n

uT
。 + , 一 几

。

】J + 。 n

火 一 : 。

}}
+

.

几
。

}} 十

xT
。

( 9 )

从而

}} 几
。 一 : 。

11 毛 }}几
。 一 xT

二

}}
+

}}介
。 一 : 。

}}
+

}}
x 。 一 * 。

}} 蕊

( 1 + 乙)乙 tl
u 。 一 二 。

}{
+

[ ( 1 + 乙)风 +

川 { xT
。 一 二。

{{

11
。 。 一 : 。

日
二

}}
。 。 一

( l
一
风 )

。 。 一
风uT

。

}} 落

风 [ ( l + L ) }!
: 。 一 u ,

}{
+

}{
x 。 一 xT

。

}11

因此

11几
。 、 , 一 几

。

}} 簇

乙 ( 1 一 。 。

) [风 ( 1
+ L ) !!

“ 。 一 x 。

}}
+

风 11几
。 一 : 。

}l ] 十
。 n

乙 [ ( 1 十 L ) L Il
x 。 一 u 。

11
十

[ ( 1 + L )风 + 1 ] {} xT
。 一 二 。

111妾

{乙( l
一 。 。

)风 ( l
+ L )

+ a n

ZL ( 1
+ L川 l

: 。 一 。 。

1!
+

{风L ( 1
一 a 。

) + a 。

L〔 ( l + 丈 )风 + l ] } 1!
x 。 一 xT

。

[1

由 ( 9 ) 式可知

}}
u n + , 一 : n + ,

】! 簇

仁l
+

( 1
一 k )

。 。

〕( 1 一 a 。 + 。

浪) }}
u 。 一 x 。

}} +

( 2
一 无)

。

反[ ( 1
+ 乙,

) }{
u ,: 一 x 。

}1
+

( l +

峨 ) }{ 八
, 一 x 。

}1】+

( 2
一 无)

。
岌l} xT

。 一 二 ,`

}} +

a 。

[ 乙(一
a 。

)风 ( l + 乙) + a 。

L ,
( l + L ) ]

·

11
: 。 一 “ 。

}} +

a ,

{风L ( l 一 。 。

) + 。 n

乙[ ( 1 + L )风 + 1 ] }
·

】l x 。 一 xT
。

}! + 。 n

乙 }} 几
。 + ; 一 xT

,

11
产

式、

了

入
, = a 。

[ ( 2 一 k )
。 。

( 2
+

峨 )
+

[风L ( 1
一 。 。

) + a n

乙 [ ( I + L )风 + l ] 11

叭 二 〔1 + ( 1
一 k )

a 。

] ( 1
一 a , + a

浪) +

( 2
一 无 ) ( l 十 乙,

)
。
吮

+

a 。

L ( l
+ L )

;

[风 ( l
一 a 。

)
+
肠

。

]

则

叭 蕊 l 一 肋
n

+ a

二
+

( 2
一 k ) ( 1

+ 五,
)
。
几

+

a n

L (通 + 乙 )「风 ( l 一 a 。

)
+
助

。

] =

l 一 版
。 + a

乏[ l +
( 2

一 k ) ( l
+ 乙

2

)
+

乙
2

( l + 乙) ] + 乙( z + 去 ) ( l
一 a 。

)
a 。

风

有 M = 1 + ( 2
一 k ) ( l + L

Z

) 十 乙2
( z + L ) > Q使得

仇 毛 1 一 肠
。 +

aM 乏
十 (L 1 + l)

a

碑

既然
s u p 风 < 月 < k / L ( l

+ L )
, a

~ o

可知
,

存在 N > 0 使得对所有的
n > N

,

有

k 一

aM
。 一 L ( 1 + L )风 > : > 0

故 !1
、 n + , 一 u n + ,

JJ 鉴 ( l 一 ar
。

) 】J x 。 一 。 。

JJ
+

之
n

JJ
x 。 一

几
。

}}
+ a 。

乙 J}
x 。 + , 一 x 。

}}

气八

既然

lj 八
。 一 几

,

JJ ` L {l
x , 一 。二

{!

!1
。 。 一 x ,

】1
二 】1( 1 一 风 、 u 。 +

风 uT
。 一 : 。

11 簇

( x
一
风 + 风乙 ) !1

。 。 一 , 。

11 + 风 {}八
, 一 二。

}}

因而

1{
u 。 一 几

。

日鉴 {{
u 。 一 x 。

{} 千

}}
二。 一 xT

。

}1
+

}} 几
。 一 几

。

}{ 毛

( l
+ 乙

2

) ]!
u 。 一 ; 。

{l
+

( l +

矾 ) {】xT
。 一 二。

日日几
n + , 一 几

。

}} 〔

乙 J]
。 n + , 一 。 。

!} 乓

五I ( l
一 。 二

) 1}
u 。 一 : 。

}}
+ 。 ,

}} 入
夕刃 一 : 。

日]
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令 nt = m
。

6
。 二 久

。

11
二。 一 八

。

}l
+ 。 n

乙 1{
: n + , 一 x

川
e 。 = 0

a 。 =

}}
二。 一 u 。

{!

有
a n + ,

鉴 ( l
一 t

。

)
a 。 + b

。 + e n

由 hm x 。 = x ’

和 T连续可知 h m xT
。 二 xT

’ = x ` ,

从而有 l i m }} 八
。 一 x 。

1}一 。和 l i m }}
二 n +

一
x 。

日
=

0
,

因此 b
。

~ 0
。

故 艺
`。 = aO

,

b
。 = o ( `

。

)

因而
,

由引理 1
,

有 hm 。 。 二

就证明了定理 1成立
。

用类似于上面的方法
,

立
。

l im

名心 < aO

}}
x 。 一 u 。

{!
二 0

,

这

不难证明下 面定理成

定理 2 设 E 是任意的实 B an ac h空间
,

T : E ~

E 是 U sP ch ist 强伪压缩算子 (不妨设 L ) 1 )
, x 。 =

u 。 〔 E
, x 。

和 u 。 , 。 。

如 ( 3 ) ( 4 )式所定义
,

非负实数列

{
a 。

}军
= 。 ,

{风 }穿
二 。

满足

k / L ( l
+ L ) :

二 aO
, a 。

一 O

风an
suP

.

艺阔
①②

则对 T 的任意不动点
, ` ,

下面的命题等价
:

①M~ 迭代强收敛于不动点
x `

;

② sI ih k
~ 具误差的迭代强收敛于不动点

x ` 。
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