
序区间 Descartes集上二元  _凹混合单调算子
不动点存在惟一性

 

许 绍元
(中山大学数学与计算科学学院 , 广东 广州 510275)

摘　要:研究了序区间 Descartes 集上混合单调算子 , 引入二元  _凹 (- )_凸性后 , 利用半序方法和单调迭代

技巧 , 得到了算子的不动点存在惟一性与迭代收敛性 , 进而得到了混合单调算子的若干新不动点定理 , 改进和

推广了混合单调算子某些相应结果。
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1　引言与记号

混合单调算子是一类十分重要的非线性算子 ,

广泛存在于非线性微分方程和积分方程的研究中 。

设 E 是半序 Banach空间 , D  E , A:D ×D ※E 是

混合单调算子。从现有的文献来看 ,研究混合单调算

子一般分为两种情况 ,一种是其定义域 D ×D 为序

区间的Descartes集(此时 D 为序区间);另一种是其

定义域 D ×D 为凸锥的 Descartes集(此时 D 为凸

锥)。前者常常用到算子的某种紧性
[ 1]
,但紧性往往

不易验证 ,而后者一般考虑算子的某种凹凸性
[ 2-6]
,

但也有不足之处 ,因为凸锥的范围往往比序区间的

范围大得多 ,这就为验证算子的某种凹凸性带来不

便。文[ 7] 将文[ 8] 中的算子(其定义域为 Ph)限制

在序区间上讨论 ,引入序区间上一元  -凹(凸)算

子 ,得到了不动点的存在惟一性 。本文沿续这一思

想 ,把具有二元 _凹((- )_凸)性的混合单调算子

限制在序区间的 Descartes 集上 , 即讨论序区间

Descartes集上二元  _凹((- )_凸混合单调算子 ,

同样得到了不动点的存在惟一性与迭代收敛性 ,进

而得到了一类混合单调算子的若干新不动点定理 ,

改进和推广了混合单调算子某些相应结果 ,其证明

技巧与有关文献也有不同 。

设 E是实Banach空间 , θ是E 的零元 , P是E 中

的锥 , ≤是由锥 P导出的半序 ,即对任意 x , y ∈ E ,

x ≤ y 当且仅当 y -x ∈ P 。关于锥与半序的理论见

文[ 9] 。设 D  E ,若算子 A(x , y):D ×D ※E关于

x是增的 ,关于 y 是减的 ,则称 A 为混合单调的
[ 9]
。

若存在 x ∈ D ,使 A(x , x)= x ,则称 x 为A在D 中

的不动点 。设 u0 , v0 ∈ E且u0 <v0 ,称[ u0 , v0] ={x

∈ E|u0 ≤ x ≤ v0 为序区间 。

定义 1　设 A:[ u0 , v0 ] ×[ u0 , v0 ] ※E 是一个

算子 ,若存在函数  :(0 ,1] ×[ u0 , v0 ] ×[ u0 , v0 ] ※

(0 ,1] 满足对任意 0 < t <1以及 u0 ≤y ≤ x ≤v 0

有  (t , x , y)> t ,使得

A(tx , t
-1
y)≥ (t , x , y)A(x , y),

 t ∈ (0 , 1), u0 ≤ y ≤ x ≤v0 (1)

则称 A 为序区间 Descartes集上二元 _凹算子。

定义 2　设 A:[ u0 , v0 ] ×[ u0 , v0 ] ※E 是一个

算子 ,若存在函数  :(0 ,1] ×[ u0 , v0 ] ×[ u0 , v0 ] ※

(0 ,1] 满足对任意 0 < t <1以及 u0 ≤x ≤y ≤v 0

有  (t , x , y)> t , 使得

A(t
-1
x , y)≤

1
 (t , x , yA(x , y),

 t ∈ (0 , 1), u0 ≤ x ≤y ≤v0 (2)

则称 A 为序区间 Descartes 集上二元 (- )_凸算

子 。

注1　定义 1与定义 2 中序区间上二元  _凹

((- )_凸)算子不同于文 [ 4] 中的二元  _凹

((- )_凸)算子 , 前者算子 A的定义域的范围

比后者更小 , 因此在验证其  _凹 ((- )_凸)性

时更容易操作。

注 2　(1)式是文 [ 5] 中 (1.1)式的推广 ,

故序区间 Descartes集上二元 _凹算子是文 [ 5] 中
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锥上凹凸映射的推广 。

2　主要结果

定理 1　设 P 是正规锥 , A:[ u0 , v0 ] ×[ u0 , v0]

※E 是二元 _凹混合单调算子 ,且满足条件(1)。若

还满足

①存在 r0 >0 ,使得 u0 ≥ r0 v0;

②u0 ≤A(u0 , v0), A(v0 , u0)≤ v0;

③存在w 0 , z 0 ∈ [ u0 , v 0] ,且 w0 ≥z 0使得对任

意0 < t <1以及 u0 ≤y ≤x ≤v0有  (t , x , y)≥

 (t , w0 , z 0);

④对任意 0 < t <1以及任意 x , y ∈ [ u0 , v0]

有 lim
s※t-
 (s , x , y)> t

则算子 A 在[ u0 , v0 ] 中有惟一不动点 x
＊
, 且

 x0 , y 0 ∈ [ u0 , v0 ] 序列

un =A(un-1 , vn-1), vn =A(vn-1 , un-1),

xn =A(xn-1 , yn-1), yn =A(yn-1 , xn-1) (3)

都有 un ※ x
＊
, vn ※x

＊
, xn ※x

＊
, yn ※x

＊
(n ※∞)

证明　先证不动点存在性与迭代收敛性 。由 A

的混合单调性以及②和 (3)有

u0 ≤u1 ≤ u2 ≤… ≤ vn ≤… ≤v1 ≤ v0 (4)

以及

un ≤ xn ≤ vn , un ≤ yn ≤vn (5)

又由①有 0<r0 <1。根据①和 A的二元 _凹混合

单调性有

u1 =A(u0 , v0)≥A r 0v0 ,
1
r0
u0 ≥

 (r0 , v0 , u0)A(v 0 , u0)=r 1v1

由归纳法知

un ≥ rnvn , n =1 ,2 , …

其中 , rn = (rn-1 , vn-1 , un-1)>rn-1 ,0 <rn ≤1。显

然{rn}收敛 ,设 lim
n※∞

rn = r ∈ (0 ,1] ,则 r =1。事实

上 ,假若 0 < r <1 , 由③有

rn ≥ (rn-1 , vn-1 , un-1)≥ (r n-1 , w0 , z 0)(6)

在 (6)式中令 n※∞, 并结合④有

r ≥ lim
s※r-
 (s ,w 0 , z 0)> r

矛盾 。故 r=1。于是 n , p≥1有

θ≤vn -un ≤vn -rnvn =

(1-rn)vn ≤(1 -rn)v0 ,

θ≤un+p -un ≤ vn -un ,

θ≤vn -vn+p ≤vn -un

由 P 的正规性易见

vn -un ※0(n ※∞)

故{un},{vn}是 E 中的 Cauchy列 , 因此 ,

 u
＊
, v
＊
∈ E

使 un ※ u
＊
, vn ※v

＊
(n ※∞)

且 u
＊
=v

＊

记 x
＊
=u

＊
= v

＊
,在(5)式中令 n ※∞时得

xn ※ x
＊
, yn ※ x

＊
(n ※∞)

且 un ≤ x
＊
≤ vn(n =1 ,2 , …)

　　下证 A(x
＊
, x
＊
)= x

＊

一方面 ,

A(x
＊
, x
＊
)≥A(un , vn)=un+1 ※ x

＊

从而 A(x
＊
, x
＊
)≥ x

＊

另一方面 ,

A(x
＊
, x
＊
)≤A(vn , un)=vn+1 ※ x

＊

从而 A(x
＊
, x
＊
)≤ x

＊

故 A(x
＊
, x
＊
)= x

＊

即 A在[ u0 , v 0] 中有不动点 。

再证不动点惟一性 。若存在  x ∈ [ u0 , v0] 使

A( x , x)= x ,由 A 的混合单调性有

A(u0 , v0)≤A( x , x)≤A(v0 , u0)

即 u1 ≤ u ≤v 1 。不难归纳出  n ≥1有 , un ≤ x ≤

vn ,令 n ※∞得  x = x
＊
。证毕 。

类似地 ,关于二元(- )_凸混合单调算子 ,也

有相应的结论(证明仿定理 1 ,从略)。

定理 2　设 P 是正规锥 , A:[ u0 , v 0] ×[ u0 , v0 ]

※E 是二元(- )_凸混合单调算子 , 且满足条件

(2)。若还满足

①存在 r 0 >0 ,使得 u0 ≥r 0v0;

②u0 ≤A(u0 , v0), A(v0 , u0)≤ v0;

③存在 w0 , z 0 ∈ [ u0 , v0 ] ,且 w0 ≤z 0使得对任

意 0 <t <1以及 u0 ≤ x ≤y ≤v0有  (t , x , y)≥

 (t ,w 0 , z 0);

④对任意0 <t <1以及对任意 x , y ∈ [ u0 , v0 ]

有 lim
s※t-
 (s , x , y)> t。

则算子 A在[ u0 , v0 ] 中有惟一不动点 x
＊
,  x0

∈ [ u0 , v0] 迭代序列 (3)都有

un ※ x
＊
, vn ※ x

＊
, xn ※ x

＊
, yn ※ x

＊
(n ※ ∞)

　　注 3　将定理 1 或定理 2中条件③和 ④改为

“  (x , y)关于 x和y 单调 ,关于 t左连续”而其它条

件不变 ,其结论仍成立 。

仿定理 1和定理2之证明 ,有

定理 3　设 P 是正规锥 , A:[ u0 , v 0] ×[ u0 , v0 ]

※E 是二元混合单调算子 ,且满足(1)。若还满足

①存在 ε0 >0 ,使 A(u0 , v 0)≥ε0 A(v0 , u0);

②u0 ≤A(u0 , v0), A(v0 , u0)≤ v0;
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③存在 w0 , z 0 ∈ [ u0 , v0] 且w 0 ≥z 0使0 <t <

1及 u0 ≤y ≤ x ≤v0 有

 (t , x , y)≥ (t ,w 0 , z 0);

　　④ 0 <t <1以及任意 x , y ∈ [ u0 , v0 ] 有 lim
s※t-

 (s , x , y)> t

则算子 A 在[ u0 , v0] 中存在惟一不动点 , 且

 x0 , y 0 ∈ [ u0 , v0 ] , 迭代序列 (3)都有

un ※ x
＊
, vn ※ x

＊
, xn ※ x

＊
, yn ※ x

＊
(n ※∞)

　　定理 4　设 P 是正规锥 , A:[ u0 , v0 ] ×[ u0 , v0]

※E 是二元(- )_凸混合单调算子且满足条件

(2)。若

①存在 ε0 >0 ,使 A(u0 , v0)≥ε0A(v0 , u0);

②u0 ≤A(u0 , v0), A(v 0 , u0)≤v0;

③存在 w0 , z 0 ∈ [ u0 , v0] 且w 0 ≤z 0使0 <t <

1及 u0 ≤ x ≤y ≤v0 有

 (t , x , y)≥ (t ,w 0 , z 0);

　　④ 0 <t <1以及任意 x , y ∈ [ u0 , v0 ] 有 lim
s※t-

 (s , x , y)> t

则算子 A 在[ u0 , v0] 中存在惟一不动点 , 且

 x0 , y 0 ∈ [ u0 , v0 ] , 迭代序列 (3)都有

un ※ x
＊
, vn ※ x

＊
, xn ※ x

＊
, yn ※ x

＊
(n ※∞)

　　注4　定理 1条件①即 u0 ≥r 0v0 ,这比文[ 4] 定

理1中条件 A(u0 , v0)≥εA(v0 , u0)在实际应用更易

操作;另一方面 ,定理 1与定理 3中条件 ③比文[ 4]

中条件[H1 ] 要弱 ,前者只考虑满足 u0 ≤y ≤x ≤v0

的 x , y 而不必考虑P 中任意 x , y 。因此 ,定理 1和定

理3改进和推广了现有文献的有关结果。

由上述定理可导出若干具有某种凹凸性的混合

单调算子的新不动点定理 。

推论 1　设 P是正规锥 , A:[ u0 , v0] ×[ u0 , v0]

※E 是混合单调算子 ,若满足

①存在 r0 >0 ,使得 u0 ≥ r0 v0;

②u0 ≤A(u0 , v0), A(v 0 , u0)≤v0;

③存在常数 0 <β <1使得

A(tx , t
-1
y)≥ t

β
A(x , y),

 u0 ≤y ≤ x ≤v 0 ,0 < t <1

则算子 A 在[ u0 , v0 ] 中有惟一不动点 x
＊
,且  x0 ,

y 0 ∈ [ u0 , v0 ] , 迭代序列 (3)都有

un ※ x
＊
, vn ※ x

＊
, xn ※ x

＊
, yn ※ x

＊
(n ※∞)

　　证明　只需验证 A 是序区间 Decartes集上二元

 -凹混合单调算子 , 且满足定理 1 的条件 。事实

上 , 令

 (t , x , y)= t
β
, x , y ∈ [ u0 , v0 ] ,0 < t <1

则  (t , x , y)> t ,由 ③即知  满足(1)式。故 A 是

序区间 Decartes集上二元  凹混合单 调算子 ,再由

①②和注 3 ,应用定理 1即知推论 1结论成立。

类似地 ,利用定理 1同样可以证明

推论 2　设 P 是正规锥 , A:[ u0 , v 0] ×[ u0 , v0 ]

※E 是混合单调算子。若满足

①存在 r 0 >0 ,使得 u0 ≥r 0v0;

②u0 ≤A(u0 , v0), A(v0 , u0)≤ v0;

③存在函数 η=η(t , x , y)>0使得

A(tx , t
-1
y)≥ t(1+η)A(x , y),

 u0 ≤ y ≤ x ≤ v0 ,0 < t <1

并且 η=η(t , x , y)关于 x与y 均单调 ,关于 t左连

续 。则算子 A 在[ u0 , v0] 中有惟一不动点 x
＊
, 且

 x0 , y0 ∈ [ u0 , v0] , 序列 (3)都有

un ※ x
＊
, vn ※ x

＊
, xn ※ x

＊
, yn ※ x

＊
(n ※ ∞)

　　注 5　推论1比文 [ 2] 定理 1的条件更弱 , 因

为前者并不要求 P 是体锥 , 并且验证条件“A(tx ,

t
-1
y)≥ t

β
A(x , y)” 时 ,只要求检验序区间[ u0 , v0 ]

中满足条件“ x ≤y”的点即可 ,而不要求在 P
。
中验

证所有的点。因此 ,推论 1推广和改进了文[ 2] 中的

定理1 。

同样 ,利用定理 2有

推论3　设 P 是正规锥 ,

A:[ u0 , v0] ×[ u0 , v0 ] ※E

是混合单调算子。若满足

①存在 r0 >0 ,使得 u0 ≥ r0 v0;

②u0 ≤A(u0 , v0), A(v0 , u0)≤ v0;

③存在常数 0 <β <1使得

A(t
-1
x , ty)≤ t

β
A(x , y),

 u0 ≤ x ≤ y ≤ v0 ,0 < t <1

则算子 A在[ u0 , v0] 中有惟一不动点 x
＊
,且  x0 ,

y0 ∈ [ u0 , v0] , 序列 (3)都有

un ※ x
＊
, vn ※ x

＊
, xn ※ x

＊
, yn ※ x

＊
(n ※ ∞)

　　推论4　设 P 是正规锥 , A:[ u0 , v 0] ×[ u0 , v0 ]

※E 是混合单调算子。若满足

①存在 r 0 >0 ,使得 u0 ≥r 0v0;

②u0 ≤A(u0 , v0), A(v0 , u0)≤ v0;

③存在函数 η=η(t , x , y)>0使得

A(t
-1
x , ty)≥(t(1 +η))

-1
A(x , y),

 u0 ≤ x ≤ y ≤ v0 ,0 < t <1

并且 η=η(t , x , y)关于 x与y 均单调 ,关于 t左连

续 。则算子 A 在[ u0 , v0] 中有惟一不动点 x
＊
, 且

 x0 , y0 ∈ [ u0 , v0] , 序列 (3)都有

un ※ x
＊
, vn ※ x

＊
, xn ※ x

＊
, yn ※ x

＊
(n ※ ∞)

　　同样 , 利用定理 4有
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推论 5　设 P 是正规锥 , A:P ※P 是混合单调

算子 。若满足

①存在 v >0及 c >0 , 使得

θ≤A(v , θ)≤v , A(θ, v)≥ cA(v , θ);

　　②存在函数 η=η(t , x , y)>0 ,使得

A(t
-1
x , ty)≤(t(1+η))

-1
A(x , y),

 θ≤ x ≤y ≤v0 ,0 < t <1

并且 η=η(t , x , y)关于 x 与y 均单调 ,关于 t左连

续。则算子 A在[ θ, v] 中有惟一不动点 x
＊
,  x0 , y0

∈ [ θ, v] 迭代序列 xn =A(xn-1 , yn-1), yn =A(yn-1 ,

xn-1)都有

xn ※ x
＊
, yn ※ x

＊
(n ※∞)

　　注6　与文 [ 3] 定理2相比 , 推论 5所要求的

条件更弱 , 对锥 P 只要求是正规锥而不要求是正

规体锥;另外 , 验证 A 的二元(- )-凸性条件

“A(t
-1
x , ty)≤(t(1+η))

-1
时 ,只要求点 x , y属于

锥 P中的有界集[ θ, v] 而不要求点 x , y属于锥P 中

的任何有界集 ,我们同样得到了二元(- )-凸混

合单调算子的不动点的存在惟一性 , 并且证明方法

也不相同 。
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