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摘　要:探讨了 Arnold 变换的周期性, 主要结果包括:①通过构造一个整数序列 {Gn}并研究 Arnold 变换的周

期与该整数序列 {Gn}的联系, 获得了一些关于 Arnold 变换周期的新的性质, 特别是文中得到的素数阶数字图

像周期的上界比已有的结果更精确;②给出了计算 Arnold 变换最小周期的一种算法, 实验结果说明该算法优于

已有的一些算法。
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　　保护数字图像的安全已经成为普遍关注的问

题。图像置乱技术作为对数字图像加密的一种基本

方法已被广泛地研究 。近年来, 许多基于几何变换

的置乱技术被提出来或被应用, Arnold 变换就是其

中的一种。20 世纪 90 年代末, 齐东旭等人对

Arnold变换及其在图像信息隐蔽和图像置乱技术中

的应用作了大量的工作
[ 1-7]

。例如齐东旭 、 邹建成

等人给出了矩阵变换模周期存在的条件, 研究了

Fibonacci_Q矩阵变换的模周期和Arnold变换模周期

之间的关系等
[ 1]
, 而文献 [ 3, 4, 6] 中则讨论了

Arnold变换在图像信息隐蔽中应用, 文 [ 7, 8] 研

究了Arnold变换的周期性及Arnold变换的最小模周

期的算法 。但是到目前为止, 人们仍然没有很好地

解决快速 、有效地计算Arnold的模周期等问题 。

1992年Dyson和Falk得到了Arnold变换的最小

模周期 P ( N ) 的上界, 即 P( N ) ≤N
2
 2, 并对部分

的最小周期证明了 P( N ) ≤12N 7。

本文进一步讨论了 Arnold 变换的模周期的性

质。主要内容包括:①通过构造一个整数序列

{Gn}并研究 Arnold 变换的模周期与该整数序列

{Gn}的联系, 我们获得了一些关于 Arnold 变换模

周期的新性质, 特别是, 我们得到的素数阶数字图

像模周期的上界比上述已有的结果更精确 (见文中

推论 4) ;②给出了计算 Arnold变换最小模周期的

算法, 实验结果说明该算法优于已有的一些算法 。

1　整数序列{Gn}与 Arnold变换周期

　　本文中未说明定义的概念请参见文献 [ 1] 或

[ 2] , 代数符号可参见文 [ 11] 。对于给定的 N 阶

图像P,说一个整数 T 是 Arnold变换关于该图像的

模 N周期是指经过T 次变换后图像 P 又回到P ,而

最小的模N周期是图像P经过变换回复到P的最少

次数 。用 P( N ) 表示 2维Arnold变换关于 N 阶图像

的最小模周期 。在需要而且不会出现误解的时候,

也用 p( N ) 表示 2维Arnold变换关于 N阶图像的任

一个模 N周期。下列命题是显然的 。

命题 1　设自然数 N >1, 则对于任一 p( N )

有:P( N ) =p( N )

为了研究2维Arnold变换的周期及其性质, 构

造一个整数序列{Gn}如下:

G1 =1, G2 =3;Gn+2 =3Gn+1 -Gn 　n ≥1( 1)

由 ( 1) 式有

Gn =3Gn+1 -Gn+2　n ≥1 ( 2)

当时, 式 ( 2) 的右端是有意义的, 以此定义 G0 。

依次类推,可定义一切 G-n ( n >0) 。容易证明下列

引理。

引理1　设整数 n ≥0,则 Gn =-G-n 。

以后我们用 λ1 , λ2 分别表示
3+ 5

2
,
3- 5

2
。

引理2　设整数 n ≥0,则 Gn =
1

5
( λ

n

1 -λ
n

2 ) 。
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证明　考虑方程组

Gn+1 =3Gn -Gn-1

Gn =Gn

, n >0,

设M =
0 1

-1 3
,则

[ Gn , Gn+1]
T
=M[ Gn-1 , Gn ]

T

故

[ Gn-1 , Gn ]
T
=M

n-1
[ G1 , G2]

T

易知 λ
1
, λ

2
是矩阵M 的特征值,对应的特征向量分

别是[ a, λ1 , a]
T
和[ b, λ2 , b]

T
, a, b 是实数 。现在考

虑方程组
a +b =1

λ
1
a +λ

2
b =3

, 它有一个非零解 a =

5+3 5
10

, b =
5 -3 5

10
,所以由

a

λ1α
+

b

λ2 b
=

1

3

即知

5+3 5
10

15+7 5
10

+

5-3 5
10

15-7 5
10

1

3

因此

Gn , Gn+1
T
=M

n-1
1, 3

T
=

M
n-1

5 +3 5
10

15+7 5
10

+M
n-1

5-3 5
10

15-7 5
10

=

λ
n-1
1

5 +3 5
10

15 +7 5
10

+λ
n-1
2

5-3 5
10

15-7 5
10

这样当 n >0时

Gn =λ
n-1
1 ·

5 +3 5
10 +λ

n-1
2 ·

5-3 5
10 =

1

5
(λ

n

1 -λ
n

2 )

最后, 当 n =0时, 结论显然亦成立 。

引理 3　设 n 是自然数, 则

A
n
=

Gn+1 -2Gn Gn

Gn Gn+1 -Gn

　　下面给出 Arnold 变换的模 N 周期的一个重要

性质 。

定理 1　设 n为自然数, N >1, 则 P( N ) |n的

充要条件是:N|( Gn , Gn+1 -1)

证明 　充分性。据引理 3, 有 A″≡ E( mod

N ) , 从而由命题1有 P( N ) |n 。

必要性 。因为 P ( N )|n, 所以 A″≡E( mod N )

再用引理3, 可以推出

Gn =0( mod N ) , Gn+1 =1( mod N )

从而 N|( Gn , Gn+1 -1) 。

下面的定理 2是我们改进算法的理论基础。

引理 4　设整数 a, b, c ≠0, n ≥0, c |2a,

c|( 3a +5b) ,

则 a +b 5
c

λ
n

1 +
a -b 5

c
λ
n

2 是整数 。

引理5　设 n 是整数, 则

G2n =Gn (Gn+1 -Gn-1 ) ;

G2 n-1 =( Gn -Gn-1 ) (Gn +Gn-1 )

　　引理6　设 n 是整数, 则

G2n+1 -1 =Gn (Gn+2 -Gn ) ;

G2n -1 =( Gn+1 -Gn ) ( Gn +Gn-1 )

　　引理7　设 n 是整数。

( 1) 如果 n 是偶数,则( Gn , Gn+1 -1) =Gn
2

( 2) 如果 n 是奇数,则

( Gn , Gn+1 -1) =Gn-1
2
+Gn+1

2

　　证明　

( 1) 由引理 5和引理 6可得

Gn =Gn 2 Gn 2+1 -Gn 2-1 ,

Gn+1 -1 =Gn 2 Gn 2+2 -Gn 2

令 u =
-5- 5

10
λ
n 2
1 +

-5+ 5
10

λ
n 2
2 ,

v =
5- 5
10

λ
n
2
1 +

5 + 5
10

λ
n 2
2 ,由引理4知 u, v 是整数。

通过计算可得

u( Gn 2+1 -Gn 2-1 ) +v (Gn 2+2 -Gn 2 ) =1

所以 ( Gn 2+1 -Gn 2-1 , Gn 2+2 -Gn 2 ) =1, 从而

( Gn , Gn+1 -1) =Gn 2

　　 ( 2) 与 ( 1) 同理可得

Gn =( G( n+1) 2 ) -G( n-1) 2 ) ( G( n+1) 2 -G( n-1) 2 ) ,

Gn+1 -1 =( G( n+3) 2 -G( n+1) 2 ) ( G( n+1) 2 +G( n-1) 2 )

令　　u =
1

5
(λ

( n+1) 2
1 -λ

( n+1) 2
2 ) ,

v =
5 -3 5

10
λ
( n+1) 2
1 +

5+3 5
10

λ
( n+1) 2
2

再由引理4知 u, v 是整数 。而且

u( G( n+1) 2 -G( n-1) 2 ) +v( G( n+3) 2 -G( n+1) 2 ) =1

所以

( G( n+1) 2 -G( n-1) 2 , G( n+3) 2 -G( n+1) 2 ) =1

从而

(Gn , Gn+1 -1) =G( n-1) 2 +G( n+1 2

　　定理2　设 n 是正整数,则
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( 1) 如果 n 是偶数, P ( N ) |n 的充要条件是

N|G n
2
;

( 2) 如果 n 是奇数, P ( N ) |n 的充要条件是

N|( G( n-1) 2 +G( n+1) 2 ) 。

证明　用定理 1和引理 7可以证明, 细节略 。

3　Arnold变换的模 p周期

引理8　设素数 p >2, m 是自然数1 <m <p,

则 p|C
m

p+1 。

引理9　设 n是自然数, p是素数且0<m <p,

则 p|C
m
p 。

引理 10　设 n 是自然数,则有:

( 1) 当 n 是偶数时,

2
n-1

Gn =C
1
n 3

n-1
+C

3
n 3

n-3
·5 +…+

C
n-3
n 3

3
·5

( n-4) 2
+C

n-1
n 3 ·5

n-2
2 ;

　　 ( 2) 当 n 是奇数时,

2
n-1

Gn =C
1
n 3

n-1
+C

3
n 3

n-3
·5 +…+

C
n-2
n 3

2
·5

( n-3) 2
+5

( n-1) 2
。

　　限于篇幅, 我们略去上述几个引理的证明。

定理 3　设 p ≠5为大于 2的素数, 那么:

( 1) 当( 5 p) =-时, P ( p) |( p +1) ;

( 2) 当( 5 p) =1时, P( p) |( p -1) 。

证明　根据引理 10,

2
p
Gp+1 =C

1
p+13

p
+C

3
p+13

p-2
·5+…+

C
p-2
p+13

3
·5

( p-3) 2
+C

p

p+13·5
( p-1) 2

=

3 ·( p +1) ( 3
p-1
+5

( p-1) 2
) +C

3
p+13

p-2
·5+…+

C
p-2
p+13

3
·5

( p-3) 2
( 3)

2
p-1

Gp =C
1
p3

p-1
+C

3
p3

p-3
·5 +…+

C
p-2
p 3

2
·5

( p-3) 2
+5

( p-1) 2

所以

2
p-1

( Gp +1) =C
1
p3

p-1
+

C
3
p3

p-3
·5 +…+C

p-2
p 3

2
·5

( p-3) 2
+5

( p-1) 2
( 4)

2
p
( Gp+1 -3) =3·( p +1) ( 3

p-1
+5

( p-1) 2
) +

C
3
p+13

p-2
·5+…+C

p-2
p+13

3
·5

( p-3) 2
-6·2

p-1
( 5)

2
p-1

( Gp -1) =C
1
p3

p-1
+C

3
p3

p-3
·5+…+

C
p-2
p 3

2
·5

( p-3) 2
+5

( p-1) 2
-2

p-1
( 6)

　　由Fermat小定理可得:

3
p-1
≡1( mod p) , p >3;2

p-1
≡1( mod p) 。

　　 ( 1) 显然, 当 p =3时, ( 1) 成立, 当 p >3

时, 因为 ( 5 p) =-1, 由 Euler 判别法可得 5
( p-1) 2

≡-1( mod p) , 所以

3
p-1
+5

( p-1) 2
≡0( mod p) ,

2
p-1

5
( p-1) 2

≡0(mod p) 。

　　再利用引理 8和引理9可得:

p|C
3
p+1 , p|C

5
p+1 , …, p|C

p-2
p+1;

p|C
1
p , p|C

3
p , …, p|C

p-2
p .

　　从而由式 ( 3) 、 ( 4) 可得 p|Gp+1 , p|( Gp +

1) 。

于是 Gp+2 -1 ≡3Gp+1 -( Gp +1) ≡0( mod p) ,

故

p|( Gp+1 , Gp+2 -1)

从而由定理 1, P ( p) |( p +1) 。故当( 5 p) =-1时,

P( p) |( p +1) 。

( 2) 因为 ( 5 p) =1, 所以由 Euler判别法可得

5
( p-1) 2

≡1(mod p)

　　故

3
p-1
+5

( p-1) 2
≡2( mod p) ,

2
p-1
-5

( p-1) 2
≡0( mod p)

所以

3·( p +1) ( 3
p-1
+5

( p-1) 2
) -6·2

p-1
≡0( mod p)

　　由引理 8和引理9有:

p|C
3
p+1 , p|C

5
p+1 , …, p|C

p-2
p+1;

p|C
1
p , p|C

3
p , …, p|C

p-2
p

　　所以由式 ( 5) 、 ( 6) 得

p|( Gp+1 -3) , p|( Gp -1) 。

从而

Gp-1 ≡3( Gp -1) -( Gp+1 -3) ≡0( mod p)

所以

p|( Gp-1 , Gp -1)

由定理 1 知 P( p) |( p -1) , 故当 ( 5 p) =1 时,

P( p) |( p -1) 。

推论4　设 p ≠5为大于 2的素数, 那么 P ( p)

必小于或等于( p +1) 。

证明　利用定理 3可以证明。

4　最小模周期的算法

本文的算法的主要思想就是利用定理 2进行计

算 。首先可以证明 ( Gn , Gn+1 ) =1 (略) 。算法如下

(程序A略) :

( 1) 初始化 n =1;

( 2) 如果 N|G成立, 返回 2n;如果 N|( Gn +

Gn+1 ) 成立,返回 2n +1;跳到( 4) ;

( 3) n =n +1,计算 Gn , Gn+1 , 跳到 ( 2) ;

( 4) 输出结果, 退出程序 。

与文献 [ 8] 给出的算法 (程序 B) 相比较,

由表1可见本文的算法要优于其算法。

141　增刊( 2) 李　兵等:Arnold 变换的周期及其应用



表 1　两种算法运行时间的比较
Tab.1　The comparison between the runtime

of the two algorithems

N P( N )
程序 A的运行时间

s
程序 B 的运行时间

s

106 750000 1.00 2.00

107 7500000 9.00 17.00

108 75000000 86.00 164.00

974 89441954 117.00 231.00

1034 113643608 133.00 251.00
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On the Periods of Arnold Transformations and Some Applications
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Abstract:The properties of the period of Arnold transformation are studied.The main results include:①A new integer

sequence is introduced, then by making use of the properties of this sequence some new properties of the periods of

Arnold transformation are obtained, especially in the prime situation , a more accurate upper bound of the periods is

given;②A new algorithm is proposed which is better than that proposed by some other papers.

Key words:cryptoguard of image information;digital image;scrambling transformation;Arnold transformation;

periodicity

142 中山大学学报 (自然科学版) 第 43 卷　


