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摘　要:研究具有声学边界条件的非线性波动方程初边值问题, 得到整体强解的存在惟一性。
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　　本文研究具有声学边界条件的初边值问题:
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u, t ≥0, x ∈ Ψ ( 1)
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0
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u( 0, x) =u0 ( x ) , ut ( 0, x) =u1 ( x ) , x ∈ Ψ ( 5)

其中, Ψ R
n
为具有光滑边界 Ψ的有界区域Γ=Γ0 ∪ Γ1 = Ψ, Γ0为  Ψ的可测子集,且meas( Γ0 ) >

0, V 为Γ1的单位外法向量 。事实上声波在具有声学媒介的区域中传播时, 区域的边界上具有弹性的这部分

Γ1 在受到波动的压力下会产生振动, 可表示为:

(ρut +fδtt +gδt +hδ) |Γ
1
=0

其中, δ表示时刻在 t边界点 x对边界的法线方向的位移, ρ表示介质密度 。对于问题( 1) 至( 5) , Ikehata等
[ 1, 2]

研究了当 M( s ) =1且 Γ1 是空集时解的存在与爆破,Matsuyama等
[ 3, 4]
对M( s ) 中 s =‖ u ‖

2
2且 Γ1 是空

集时解的整体存在与能量衰减做了研究, Frota
[ 5]
对 μ=0的情形解的整体存在性做了研究 。本文证明问题

( 1) 至( 5) 整体解的存在性和惟一性。

在文中假设:

①ρ, η, μ为常数,且 ρ>0, η>0, μ≥0;

②f ( x ) , g( x ) , h( x ) 为 Γ1上的连续实函数,且 f ( x) >0, g( x) ≥0, h( x ) >0;

③M ∈ C
1
( [ 0, ∞) ;R) , 0 <m0 ≤M( s ) ≤m 1 ( 1+s

r 2
) , r =

2(α-β)
α+2

,
|M′( s ) s

1 2
|

M( s )
≤ k 0 ,  s ≥0。

其中, m 0 , m 1 , k0 为常数。

定理 1　令 α>1, β <α,
1
4
≤β ≤∞( n =1, 2) ,

1
2
≤β ≤

2
n -2

( n =3, 4) , 0 ≤β ≤
2

n -1
( n ≥5) ,

u0 ∈ V ∩ L
2β+2

( Ψ) , u1 ∈ V ∩ L
α+2

( Ψ) ,且假设 ①-③成立,则问题( 1) 至( 5) 存在一组强解( u( x , t ) , δ( x,

t) ) ,对  T >0满足:

u ∈ L
∞
( 0, T;V) ∩ L

∞
( 0, T ;L

β+2
( Ψ) ) , u ∈ H( Δ, Ψ) 几乎处处于[ 0, T] ,

u t ∈ L
∞
( 0, T ;V) ∩ L

α+2
( 0, T ;L

α+2
( Ψ) ) , utt ∈ L

∞
( 0, T ;L

2
( Ψ) ) , δ, δ′, δ″∈ L

∞
( 0, T;L

2
( Γ1 ) )

特别地当 1 <α<∞( n =1, 2) , 1 <α≤2( n =3) 时解是惟一的。

其中

V ={u ∈ H
1
( Ψ) ;u|Γ

0
=0}, ‖ u ‖V =‖ u ‖L

2
( Ψ) =‖ u ‖ ,记 ‖· ‖L

2
( Ψ) =‖ · ‖ ,
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H( Δ, Ψ) =u ∈ H
1
( Ψ) ;Δu ∈ L

2
( Ψ)}, ‖ u ‖H (Δ, Ψ) =( ‖ u ‖

2
H
1
( Ψ) +‖Δu ‖

2
)
1 2
。

1　构造近似解

用{wj}j ∈N,{z j}j ∈N 分别表示空间 V与L
2
( Γ) 的规范正交基,构造问题( 1) 至( 5) 的近似解序列如下:

um ( x , t ) =∑
m

j=1

ζjm( t) wj ( x ) , x ∈ Ψ, t ∈ [ 0, Tm]

δm ( x, t) =∑
m

j=1
βjm ( t ) z j ( x) , x ∈ Γ, t ∈ [ 0, Tm]

对每个自然数 m 考虑下列微分方程的初值问题:

( umtt , wj ) +M ( ‖um ‖
2
) ( (  um ,  wj ) -( δmt , γ0 ( wj ) ) Γ) +η(|umt |

α
umt , wj ) =μ(|um |

β
um , wj )

( ργ0 ( umt ) +fδmtt +gδmt +hδm , z j ) Γ=0, 1 ≤j ≤m ,

um ( 0, x ) =u0m , umt ( 0, x ) =u1m, δm ( 0, x) =δ0 , δmt ( 0, x) =γ1 ( u0m )

这里, δ0 ∈ L
2
( Γ) , u0m =∑

m

j=1

( u0 , wj ) wj ( x) , u1m =∑
m

j=1

( u1 , wj ) wj ( x) , γ0 (·) =·|Γ, γ1 (·) =
 ·
 v
|Γ, 0≤Tm

≤T。因此近似解满足方程:

( umtt , w )

M( ‖um ‖
2
)
+(  um ,  w ) -( δmt , γ0 ( w ) ) Γ+η

(|umt |
α
umt , w)

M( ‖ um ‖
2
)
=μ

(|um|
β
um , W)

M( ‖um ‖
2
)

( 6)

( γ0 ( umt ) , z ) |Γ=-
1
ρ
( fδmtt +gδmt +hδm , z ) Γ ( 7)

其中, w ∈ span{w1 , …, wm}, z ∈ span{z 1 , …, zm}。由Picard迭代及常微分方程的理论可得式( 6) 和式( 7) 解

的局部存在性。下面通过先验积分估计,证明 um( x, t ) , δm ( x , t ) 的整体存在性 。

2　先验估计

在本节中用 ‖· ‖ q 表示 ‖· ‖L
q
( Ψ) ,用 M表示M( ‖ um ‖

2
) , 用 ‖· ‖Γ表示 ‖· ‖L

2
( Γ) , 用 C, C ( T)

分别表示常数和与 T 有关的非负常数, 它们在不同的位置可以表示不同的值。

引理 1　在定理 1的假设下, 有估计式

‖umt ‖ +‖ um ‖V +‖δmt ‖ Γ+‖δm ‖ Γ+‖um ‖ β+2 +∫
t

0
‖umt ‖

α+2
α+2dt ≤C ( T)

　　证明　在 ( 6) 中令 w =2umt ,在( 7) 式中令 z =2δmt 得到

d
dt
ρ‖umt ‖

2
)

M
+ρ‖ um ‖

2
V +‖ f

1 2
δmt ‖

2
Γ+‖h

1 2
δm ‖

2
Γ+‖ um ‖

β+2
β+2 +

2ρη‖umt ‖
α+2
α+2

M
=

-
2ρM′
M

2 ( umt , um ) ‖umt ‖
2
+

2μ
M
+β +2 (|um|

β
um , umt ) -‖ g

1 2
δmt ‖

2
Γ ( 8)

因为 α>1由Sobolev嵌入定理以及 Young不等式得

2ρM′
M

2 ( umt , um ) ‖ umt ‖
2
≤C

‖umt ‖
3

M
≤ε

‖ umt ‖
α+2
α+2

M
+C

由Höld不等式以及 Young 不等式得

2μ
M
+β +2 (|um |

β
um, umt ) ≤C‖ um ‖

β+2
β+2 +ε‖umt ‖

β+2
β+2 +C

因为 0 <m0 ≤M( s ) ≤m1 ( 1 +s
r
2 ) , r =2( α-β)

α+2
, α>β所以有

ε‖ umt ‖
β+2
β+2 =ε

‖ umt ‖
β+2
β+2 ( 1+‖um ‖

r
)

1 +‖um ‖
r ≤

C ‖um ‖
2
V +εm1 c

‖umt ‖
α+2
α+2

M
+εε0 m1 c0

‖umt ‖
α+2
α+2

M
+C

这里, c, c0 是与 ε, ε0 无关而与 Ψ, α, β有关的常数。将上面不等式代入( 8) 式, 取ε, ε0适当小,使得2ρη-ε

-εm1 c -εε0 m1 c0 =C >0, 得到
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d
dt
ρ‖umt ‖

2

M
+ρ‖ um ‖

2
V +‖ f

1
2 δmt ‖

2
Γ+‖h

1
2 δm ‖

2
Γ+‖um ‖

β+2
β+2 +C

‖umt ‖
α+2
α+2

M
≤

C( ‖ um ‖
β+2
β+2 ) +‖ um ‖

2
V +‖g

1
2 δmt ‖

2
Γ) +C

对上式关于 t从 0到 t ≤Tm 积分, 由 Cauchy 不等式得到

ρ‖umt ‖
2

M
+ρ‖um ‖

2
V +‖δmt ‖

2
Γ+‖δm ‖

2
Γ+‖ um ‖

β+2
β+2 ) +C∫

t

0

‖ umt ‖
α+2
α+2

M
dt ≤

C∫
t

0
( ‖um ‖

β+2
β+2 ) +‖um ‖

2
V +‖δmt ‖

2
Γ) dt +C( T )

对上式利用Gronwall不等式得到

‖ um ‖
β+2
β+2 +‖ um ‖

2
V +‖δmt ‖

2
Γ≤C( T )

因此

‖umt ‖ +‖ um ‖V +‖δmt ‖ Γ+‖δm ‖ Γ+‖um ‖ β+2 +∫
t

0
‖umt ‖

α+2
α+2dt ≤C ( T)

　　引理 2　在定理 1的假设下, 有估计式

‖ umtt ‖ +‖ umt ‖V +‖δmtt ‖ Γ≤C( T )

　　证明　在式 ( 6) 和式 ( 7) 中令 t =0,取 w =umtt ( 0, x ) , z =δmtt ( 0, x) 得到

‖umtt ( 0, x) ‖
2
≤( M( ‖ u0m ‖

2
) ‖Δu0m ‖ +η‖ u1m ‖

α+1
2α+2 +μ‖u0m ‖

β+2
2 β+2 ) ‖ umtt ( 0, x ) ‖,

‖δmtt ( 0, x) ‖
2
Γ≤C( 1 +‖ u0m ‖H

2
( Ψ) +‖u1m ‖H

1
( Ψ) ) ‖δmtt ( 0, x ) ‖Γ

故

‖ umtt ( 0, x ) ‖ +‖δmtt ( 0, x) ‖ ≤C ( 9)

在式 ( 6) 与式 ( 7) 分别代入 t和 t+Δt , ( 0 <Δt <T -t ) ,做差,并取 w =( umt ( t +Δt, x) -umt ( t , x) ) ,

z =(δmt ( t +Δt , x) -δmt ( t , x ) ) ,等式两边同除以 Δt
2
,且令 Δt ※0得到

d
dt
ρ‖umtt ‖

2

M
+ρ‖umt ‖

2
V +‖ f

1
2 δmtt ‖

2
Γ+‖ h

1 2
δmt ‖

2
Γ +

2ρ(α+1) η(|umt |
α
, u

2
mtt )

M
=

2ρμ( β +1)
M

2 ∫Ψ|um |
β
umtumtt dx -

μM′
M

2 2( umt , um ) (|um|
β
um , 2umtt ) +

2ρM′
M

2 ( umt , um ) ‖ umtt ‖
2
+

4ρηM′
M

( umt , um) (|umt |
α
umt , umtt ) -2‖g

1 2
δmtt ‖

2
Γ ( 10)

注意到

2ρ(α+1)η(|umt |
α
, u

2
mtt )

M
≥

2ρ( α+1)η(|umt |
α
, u

2
mtt )

m1
≥0,

2ρM′
M

2 ( umt , um) ‖umtt ‖
2
≤C( T ) ‖ umtt ‖

2
,

4ρηM′
M

( umt , um ) (|umt |
α
umt , umtt ) ≤ε(|umt |

α
, u

2
mtt ) +C‖ umt ‖

α+2
α+2 ,

‖g
1 2
δmtt ‖

2
Γ≤‖δmtt ‖

2
Γ

当 n =1, 2且时 1 4 ≤ β <∞时

2ρμ( β +1)
M ∫Ψ|um|

β
umtumttdx ≤‖ umtt ‖

2
+∫Ψu

2 β
m u

2
mt dx ≤‖ umtt ‖

2
+‖um ‖

4β
4β +‖ umt ‖

4
4

利用 Sobolev 嵌入定理得到

‖ um ‖
4β
4β ≤C‖ um ‖

4β
V , n =1, 2　1 4 ≤β <∞

利用Gagliardo_Nirenberg 不等式得到

‖umt ‖
4
4 ≤C ( ‖umt ‖

2
V +‖um ‖

3
2 )

当 n =3, 4且
1
2 ≤β ≤

2
n -2时利用Höld不等式得到

2ρμ( β +1)
M ∫Ψ|um |

β
umtumttdx ≤C‖ umtt ‖‖ um ‖

β
βα‖ umt ‖ b ,

1
a
+

1
b
=

1
2
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可以取适当的 a, b, 使其满足

1
βα
≥

1
2
-

1
n
,
1
b
≥

1
2
-

1
n

利用 Sobolev 嵌入定理及引理 1得到

‖ umtt ‖‖ um ‖
β
βα‖ umt ‖b ≤‖ umtt ‖‖ um ‖

β
V ‖ umt ‖V ≤C ( T) ( ‖umt ‖

2
V +‖umtt ‖

2
)

当 n ≥5且 0 ≤ β ≤
2

n -1
时利用Hold不等式得到

2ρμ( β +1)
M ∫Ψ|um |

β
umtumttdx ≤C‖ umtt ‖‖ um ‖

β
β+2 ‖umtt ‖b , b =

2( 2 +β)
2-β

≤
2n

n -2

利用 Sobolev 嵌入定理及引理 1得到

‖umtt ‖ ‖um ‖
β
β+2 ‖ umt ‖ b ≤C( T) ( ‖umt ‖

2
V +‖ umtt ‖

2
)

综上所述, 当 n =1, 2, 1 4 ≤β <∞当 n =3, 4, 1 2 ≤β ≤2 ( n -2) ,当 n ≥5, 0 ≤β ≤2 ( n -1) 时有

2ρμ( β +1)
M ∫Ψ|um |

β
umtumttdx ≤C ( T) ( ‖umt ‖

2
V +‖umtt ‖

2
+1)

利用引理 1与Sobolev嵌入定理得到

-
μM′
M

2 2( umt , um ) (|um |
β
um, 2umtt ) ≤C ( T) ( ‖umt ‖

2β+2
V +‖umtt ‖

2
) ≤C ( T) ( 1+‖umtt ‖

2
)

将上述不等式代入 ( 10) 式, 取 ε充分小得到

d
dt
ρ‖ umtt ‖

2

M
+ρ‖ umt ‖

2
V +‖ f

1 2
δmtt ‖

2
Γ+‖ h

1
2 δmt ‖

2
Γ ≤

C( T ) ( ‖ umt ‖
α+2
α+2 +‖umt ‖

2
V +‖umtt ‖

2
+‖δmtt ‖

2
+1)

对上式关 t 于从 0到 t ≤Tm 积分, 利用( 9) 与( 10) 式由Gronwall不等式得到

‖ umtt ‖ +‖ umt ‖V +‖δmtt ‖ Γ≤C( T )

3　定理 1的证明

由引理1与引理 2知, 存在{um}m ∈N,{δm}m ∈N 的子列{um}m∈N ,{δm}m ∈N, 使得

um ※ u 于L
∞
( 0, T;V) ＊弱收敛, um ※ u于L

∞
( 0, T;L

β+2
( Ψ) ) ＊弱收敛,

umt ※ ut 于L
∞
( 0, T;V) ＊弱收敛, umt ※ u t 于L

α+2
( 0, T ;L

α+2
( Ψ) ) 弱收敛,

umtt ※ utt 于L
∞
( 0, T ;L

2
( Ψ) ) ＊弱收敛, δm ※δ于L

∞
( 0, T ;L

2
( Γ) ) ＊弱收敛,

δmt ※δt 于L
∞
( 0, T;L

2
( Γ) ) ＊弱收敛, δmtt ※δtt 于L

∞
( 0, T ;L

2
( Γ) ) ＊弱收敛

由于嵌入算子 V ※L
2
( Ψ) 是完全连续的, 由紧嵌入定理得到

um ※ u于L
2
( 0, T;L

2
( Ψ) ) 强收敛, umt ※ u t 于L

2
( 0, T ;L

2
( Ψ) ) 强收敛

因此 u( x , t ) , δ( x , t ) 为问题( 1) —( 5) 的整体强解。下面证明解的惟一性 。

设 u1 ( t , x) , δ1 ( t , x ) , u2 ( t , x ) , δ2 ( t , x) 为问题( 1) —( 5) 的 2组解,令

u =u1 ( t , x ) -u2 ( t , x) , δ=δ1 ( t , x) -δ2 ( t , x )

取 w =2u t , z =2δt 得到

d
dt

ρ‖ ut ‖
2

M( ‖ u1 ‖ )
+ρ‖u ‖

2
V +‖ f

1 2
δt ‖

2
Γ+‖ h

1 2
δ‖

2
Γ +2ρη

(|u1|
α
u1 -|u2|

α
u2 , ut )

M( ‖u1 ‖
2
)

=

-2‖g
1 2
δt ‖

2
Γ+2ρη

M( ‖u1 ‖
2
) -M( ‖u2 ‖

2
)

M( ‖u1‖
2
) M( ‖u2 ‖

2
)

(|u2t |
α
u2t , ut ) +2ρ

M( ‖u1 ‖
2
) -M( ‖u2‖

2
)

M( ‖u1 ‖
2
) M( ‖u2 ‖

2
)

( u2tt , ut ) -

2ρ
M′( ‖ u1 ‖

2
)

M( ‖ u1 ‖
2
)
( u1 t , u1 ) ‖ ut ‖

2
+2ρμ

(|u1|
β
u1 -|u2|

β
u2 , ut )

M ( ‖u1 ‖
2
)

+

2ρμ
M( ‖ u1 ‖

2
) -M( ‖ u2 ‖

2
)

M ( ‖u1 ‖
2
) M( ‖ u2 ‖

2
)

(|u2|
β
u2 , ut ) ( 11)

因为

2ρη
(|u1|

α
u1 -|u2|

α
u2 , ut )

M( ‖u1 ‖
2
)

=2ρη
(|u1 +θ( u2 -u1 ) |

α
‖u t ‖

2
)

M( ‖ u1 ‖
2
)

≥0
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-2‖g
1
2δt ‖

2
Γ≤C‖δt ‖

2
Γ,

2ρμ
M( ‖ u1 ‖

2
) -M( ‖u2 ‖

2
)

M( ‖u1 ‖
2
) M( ‖ u2 ‖

2
)

(|u2t |
α
u2t , ut ) ≤C ( ‖u ‖

2
V +‖ ut ‖

2
)

2ρ
M( ‖u1 ‖

2
) -M( ‖u2 ‖

2
)

M( ‖ u1 ‖
2
) M( ‖ u2 ‖

2
)

( u2tt , u t ) -2ρ
M′( ‖ u1 ‖

2
)

M( ‖ u1 ‖
2
)
( u1 t , u1 ) ‖ ut ‖

2
≤C( ‖u ‖

2
V +‖u t ‖

2
)

2ρμ
(|u1|

β
u1 -‖ u2 ‖

β
u2 , ut )

M( ‖u1 ‖
2
)

≤C( ‖ u ‖
2
V +‖ ut ‖

2
)

2ρμ
M( ‖u1 ‖

2
) -M( ‖u2 ‖

2
)

M( ‖ u1 ‖
2
) M( ‖u2 ‖

2
)

(|u2|
β
u2 , u t ) ≤C( ‖ u ‖

2
V +‖ut ‖

2
)

其中, a , b, β的取值与前面相同。将这些估计代入( 11) 式并对 t从 0到 t积分,利用 u, δ满足的齐次初始条

件, 由Gronwall不等式得到

‖u t ‖
2
+‖ ut ‖

2
V +‖δt ‖

2
Γ+‖δt ‖

2
Γ =0

所以 u1 ( t , x ) =u2 ( t , x) , δ1 ( t , x ) =δ2 ( t , x ) , 惟一性得证。
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Global Solution for the Nonlinear Wave Equations
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Abstract:The existence and uniqueness of global solution for the nonlinear wave equations with acoustic boundary

conditions are obtained.
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