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摘　要:将中点局部一致凸性推广到中点局部 K 一致凸 , 并且讨论了它们之间的关系。主要研究的问题为:假

定 X 、 Y 都具有中点局部一致凸性或中点局部K 一致凸性 , 那么 X ⊕pY (1<p <∞)或 φ-直和 X ⊕φY 是否仍

具有中点局部一致凸性与中点局部K 一致凸性。
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　　对凸性的研究是 Banach空间理论的经典主题 ,

许多有价值的结果都可以在文[ 1]中找到。凸性研

究的一个重要方面就是 “遗传性” , 如 X , Y 具有

某种凸性 , 那么 lp 和X ⊕pY 也具有相同的凸性
[ 2]
。

最近 , K.S.Saito和M.Kato
[ 3 , 4]
研究了严格凸与一致

凸对于 φ-直和 X ⊕φY 的遗传性并得到了很好的

结果 。

本文的主要目的是将中点局部一致凸性推广到

中点局部 K 一致凸性 , 并讨论 X ⊕pY 与X ⊕φY 的

遗传性。

1　定义和引理

设 X , Y 为 Banach 空间 , S(X)为单位球面 ,

U(X)为闭单位球。 φ为定义在[ 0 , 1]上的连续凸

函数 , 且满足 φ(0)=φ(1)=1 , max{1 -t , t}≤

φ(t)≤1(0≤t≤1), 用 Χ记这种函数全体。K.S.

Saito和 M.Kato [ 3] 用 X ⊕φY 记X⊕pY 且范数为

‖(x , y)‖φ=‖(‖x‖,‖y‖)‖φ,(x , y)∈ X ⊕Y 。

对任意 φ∈ Χ, 有

‖(z , w)‖φ=

(|z|+|w|)φ(
|w|

|z|+|w|
),

(z ,w)≠(0 ,0)

0 , 　　(z , w)=(0 ,0)

X ⊕pY ={(x , y):x ∈X , y ∈ Y , ‖(x , y)‖≡(‖x‖
p
+

‖y‖
p
)

1 p
<∞}。不难证明(X ⊕pY)

＊
=X

＊
⊕qY

＊
, 其

中 p , q满足
1
p
+

1
q
=1。如果 x1 , … , xk+1 ∈ U

(X), 记

A(x 1 , …, xk+1)=

sup

1 1 … 1

f1(x1) f 1(x2) … f 1(xk+1)

fk(x 1) f k(x2) … fk(xk+1)

;

f 1 , f 2 , …f k+1 ∈ U(X
＊
)

下面先引入本文所用到的一些凸性的概念 , 严

格凸 、 局部一致凸和中点局部一致凸等常用凸性概

念可见文[ 1] 。

(1)若对任意 ε>0 , x ∈ S(X), 存在 δ=

δ(ε, x), 使得 x1 , … , xk+1 ∈ U (X), ‖ x -

x1+…+xk+1

k +1 ‖<δ有

A(x1 , x2 , … , xk+1)<ε

则 X 称为中点局部K 一致凸 。

(2)对任意 ε>0 , 存在 δ=δ(ε),使得 x1 ,

… , xk+1 ∈U(X), ‖ x1 +…+xk+1 ‖ >k +1-δ,

有 A(x1 , x2 , … , xk+1)<ε成立 , 则 X 称为K 一

致凸
[ 5]
。

(3)如果 ε>0 , x ∈ S(X), 且存在 δ=δ(ε,

x), 使得当 x1 , … , xk ∈U(X), ‖ x +x1+…+

xk ‖ >k +1-δ, 有 A(x1 , x2 , …, xk)<ε, 则 X

称为局部K 一致凸
[ 5]
。

(4)对任意 x1 , …, xk+1 ∈X , 使得当‖ ∑
K+1

i=1
xi ‖

=∑
K+1

i=1
‖xi ‖时 , x1 , …, xk+1是线性无关的 , 则 X

称为K 严格凸
[ 6]
。
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2　主要定理及其证明

明显地 , Banach 空间的中点局部 K 一致凸是

中点局部一致凸的推广。当 K =1时 , 中点局部 K

一致凸等价于中点局部一致凸 。

引理 1　若 X 为 Banach空间 , X 中点局部K

一致凸当且仅当对任意的 x ∈ S(X), {x
n
1 , … ,

x
n

K+1} U(X)当 ‖ x -
x
n

1 +…+x
n

K +1

K+1
‖ ※0 (n ※

0)时 , 有 A(x
n
1 , … , x

n
k+1) ※0 (n※∞)。

定理 1　若 X 为中点局部 K一致凸 Banach 空

间 , 则 X 为中点局部 (K +1)一致凸 Banach 空

间。

证明　任取 {x
n

1 , …x
n

K +2}  U(X)使得 ‖ x
n

1

+…+x
n
k+2 ‖※k +2 (n※∞), 用三角不等式 , 得

‖ x
n
1 +…+x

n
j-1 +x

n
j+1 +…+x

n
K+2 ‖ ※K +1

(n※∞)对任意 j 且满足 1≤j≤K+2 。由引理 1

及 X 的中点局部K 一致凸条件 , 有

A(x
n

1 , … , x
n

j-1 , x
n

j+1 , … , x
n

K+2)※0(n ※∞)

(1 ≤ j ≤K +2) (1)

且易得

A(x
n

1 , …, x
n

K+2)≤∑
K+2

j=1

A(x
n

1 , … , x
n

j-1 , x
n

j+1 , …x
n

K+2)

(2)

由(1), (2)式可得 A(x
n

1 , … , x
n

K+2)※0 , 由

引理 1可知 X 为中点局部 (K+1)一致凸。

例 1　设 K ≥2为整数 , 且 i 1 <i2 <…<iK 。

对任意 x =(a1 , … , an , …)∈ l 2 , 范数定义为

‖x‖
2
i
1
, … , i

k
= (∑

K

j=1
 a i j )

2
+ ∑

i≠i
1
, … , i

k

a
2
i 。由文[ 7] 的

讨论可知(l2 , ‖·‖ i
1
, … , i

k
)是 K 一致凸的 , 由定理

1可得(l2 , ‖·‖ i
1
, … , i

k
)是中点局部 K 一致凸的 。

但(l 2 , ‖·‖ i
1
, … , i

k
)不是 (K-1)严格凸的。由定

理2之(3)知它不是中点局部(K-1)一致凸。

事实上取 ei
j
=(0 , …, 0 , 1

j
, 0 , …)(j =1 ,

2 , … , K), 使得 ‖ ei
j
‖ i

1
, i

2
, … , i

k
=1 (j =1 , 2 ,

…, K)且 {ei
j
}
K
j=1是线性无关的 。同时由范数定

义‖ ∑
K

j=1
ei
j
‖i

1
, i

2
, … , i

k
=∑

K

j=1
‖ ei

j
‖ i

1
, i

2
, … , i

k
=K 。由 (K

-1)严格凸的定义 , 可知 (l2 , ‖·‖ i
1
, … , i

k
)不

是 (K -1)严格凸的。

由上面的讨论 , 可知 Banach 空间是中点局部

K一致凸性蕴涵中点局部 K一致凸性 , 但反过来一

般不成立。

引理2　任意 ε>0 , x ∈ S(X), f 1 , … , fK ∈

U(X
＊
), 有 δ=δ(ε, x , f 1 , … , fk), 当 x1 ,

… , xk+1 ∈ U(X), ‖ x -
x1+…+xk+1

K +1
‖ <δ, 下

式成立 ,

‖

1 1 … 1

f 1(x1) f1(x2) … f 1(xK+1)

   

fK(x1) fK(x2) … fK(xK+1) ‖

<ε(3)

则 X 为K 严格凸的 。

容易证明下面定理成立 。

定理2　 (1)若 X 为K 一致凸 , 则 X 局部K

一致凸;(2)若 X 局部K 一致凸 , 则 X 中点局部

K 一致凸;(3)若 X 中点局部K 一致凸 , 则 X 为K

严格凸 。

使用文[ 3]中的方法 , 不难证明下面结果。

定理3　若 X , Y 为 Banach 空间 , φ∈ Χ, 则

X ⊕φY 中点局部一致凸当且仅当X , Y 均为中点局

部一致凸且φ严格凸 。

若φ是特殊函数 , 用

φ(t)=
((1-t)

p
+t

p
)

1 p
, 1 ≤p <∞

max{1-t , t}, p =∞

代替定理 2中的 φ(t), 则可以得到下面结论 , 这

就是文[ 2]的主要结果。

推论 1
[ 2]
　若 X , Y 为 Banach空间 , 则 X ⊕pY

中点局部一致凸当且仅当X , Y 均为中点局部一致

凸 。

下面的例子说明 K 凸要比K 严格凸强 , 但比

K 一致凸弱 , 且对 X ⊕pY 不具有遗传性 , 也不满

足对 X ⊕φY 的遗传性 。

例 2　若 X ={(x , y) x , y ∈R , ‖(x , y)‖=‖x‖

+‖y‖}且 Y =X , 则 X , Y 为 2一致凸的 。由定理

2知 X , Y 同时为中点局部 2一致凸 , 局部 2一致

凸 , 2严格凸 , 但 X ⊕2Y 不是 2严格凸的 。

事实上 , 取 X ⊕2 Y 中 z 1=((1 ,0),(0 ,1)), z 2=

((
1
2
,

1
2
),(1 , 0)), z 3=((0 , 1),(

1
2
,

1
2
))。则‖z 1‖=

‖z 2‖=‖z3‖= 2 , 并且 ‖z 1+z 2+z3 ‖=3 2 , 由下

面的讨论 , 可知 z 1 , z 2 , z 3 线性无关 。

假定 α1z 1+α2z 2+α3z 3=0 , 得到方程组

α1 +α2 2 =0

α3 +α2 2 =0

α1 +α3 2 =0

α2 +α1 2 =0
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解得 α1 =α2=α3=0 , 所以 z 1 , z 2 , z 3 线性无关 。

由上面的讨论及 2严格凸的定义 , 可知 X⊕2Y

不是 2严格凸的 。

下面将讨论 X , Y 与X ⊕pY 的中点局部K 一致

凸的关系 。

引理 3
[ 8]
　若 x =(x1 , x2)∈X 1⊕pX 2 , xn =(x

n

1 ,

x
n

2)∈X1⊕pX2(1≤p≤∞), 则在 X1 ⊕pX 2中 xn ※x

当且仅当下面条件成立:

(1)在 X i (i=1 , 2)中 x
n
i ※xi ;

(2) ‖ x
n
‖ ※‖ x ‖ , 也就是 (‖ x

n
1 ‖

p
+

‖x
n
2 ‖

p
)

1 p
※(‖x 1 ‖

p
+‖ x2 ‖

p
)

1 p
。

定理 4　若 Banach 空间 X 为中点局部 K 一致

凸 , Y 中点局部 L 一致凸 , 则 X ⊕pY 为中点局部

(K+L-1)一致凸 。

证明　假定

‖

x -
x
(1 , n)
+…+x

(K+L , n)

K +L
‖

※0(n ※0)

其中 , x
(i , n)
=(x

(i , n)
1 , x

(i , n)
2 )∈U(X)(i=1 , 2 , … ,K

+L), 则有

‖

x -x
(1, n)

+…+x -x
(K+L , n)

K +L
‖

※0(n ※0)

以下分情况讨论 。

情形(1)　若 x-x
(i , n)
※0(n※∞)(i=1 ,2 , … ,

K +L), 由引理 2有 x1 -x
(i , n)
※0 , x 2-x

i , n
2 ※0(n

※∞)(i=1 ,2 , … ,K +L)。对任意的 K+1个元素

{i1 , i2 , …, iK+1} {1 ,2 , … ,K+L}, 有

‖

x1 -x
(i

1
, n)

1 +…+x1 -x
(i
K+1

, n)
1

K +1
‖

※0(n ※∞)

由此可得

‖

x1 -
x
(i

1
, n)

1 +…+x
(i
K+1

, n)
1

K +1
‖

※0(n ※∞)

类似地 , 对任意 L +1个元素 {i1 , i 2 , …, iL+1}

 {1 , 2 , … , K+L}, 可得

‖
x2-

x
(i

1
, n)

2 +…+x
(i
L+1

, n)
2

L+1 ‖
※0 (n※∞)

由 X 的中点局部 K 一致凸与 Y 的中点局部 L

一致凸 , 可得

A(x
(i

1
, n)

1 , …, x
(i
K+1

, n)
1 )※0 (4)

A(x
(i

1
, n)

2 , …, x
(i
L+1
, n)

2 )※0 (5)

又因(X ⊕pY)
＊
=X

＊
⊕qY

＊
, 其中 p , q 满足

1
p
+

1
q

=1。因此

A(x
(1 , n)
, … , x

K+L , n
)= sup

f
1
, f

2
, … , f

K+L-1
∈U(X＊⊕

q
Y
＊)

1 … 1

f 1(x
(1 , n)
) … f 1(x

(K+1 , n)
)

  

fK+L-1(x
(1, n)
) … fK+L-1(x

(K+L , n)
)

展开上面的行列式为 2
K+L+1

个形如

1 … 1

f
1
i
1
(x

(1 , n)
i
1
) … f

1
i
k+L
(x
(K+1, n)
i
k+L

)

  

f
K+L-1
1 (x

(1, n)
i
1
) … f

K+L-1
i
K+L
(x

(K+L , n)
i
K+L

)

的元素的和 , 其中 i1 , i2 , …, iK +L =1或 2 , f i =

(f
i
1 , f

i
2)∈U(X

＊
⊕qY

＊
)(i=1 , 2 , …, K +L -

1)。

将行列式分为 2类 , 一类至少有 K +1列形如

(1 , f
1
1 (x

i , n
1 ), … , f

K +L-1
1 (x

(i , n)
1 ))

T
列向量 , 并

称为 X 类;另一类至少有 L +1 列形如 (1 , f
1
2

(x
i , n
2 ), … , f

k+L-1
2 (x

(i , n)
2 ))

T
列向量 , 并称为 Y

类 。

由 Laplace定理 , 展开 X 类行列式 , 可得 X 类

行列式的行列式展开 sup和小于

C
K
K+L-1 A(x

(i
1
, n)

1 , … , x
(i
k+1
, n)

1 )(L -1)!)≤

(K +L -1)!A(x
(i

1
, n)

1 , …, x
(i
k+1
, n)

1 ) (6)

类似地 , Y 类的行列式展开 sup和小于

C
L

K+L-1 A(x
(i

1
, n)

2 , …, x
(i
k+1
, n)

2 )(K -1)!)≤

(K +L -1)!A(x
(i

1
, n)

2 , …, x
(i
L+1
, n)

2 ) (7)

由上面的 (4), (5), (6)及 (7)式可导出

A(x
(1 , n)
, … , x

(K+L , n)
)≤

∑
X类
(K +L -1)!A(x

(i
1
, n)

1 , … , x
(i
k+1
, n)

1 )+

∑
Y类

(K +L -1)!A(x
(i

1
, n)

2 , …, x
(i
k+1
, n)

2 )

※0(n ※∞)

情形(2)　若 {x-x
(i , n)
}, …, {x -x

(K+L , n)
}

至少有一个不收敛并且 A(x
(1 , n)
, …, x

(K+L , n)
)不

收敛于 0 (n※∞), 则对给定 ε>0 , 存在 n1 <n2

<…, 对任意 nk 都有

A(x
(1 , n

k
)
, … , x

(K+L , n
k
)
)≥ε (8)

因为 {x-x
(i , n)
}为有界集 , 因此存在收敛子

列 {x -x
(i , n)
}, 为简便起见仍记为 {x -x

(i , n)
},

使得 x-x
(i , n)
※ai(n※∞)(i=1 , 2 , … , K+L)。

由引理 3 , 得 x1 -x
(i , n)
1 ※a i ,1(n ※∞)(i =1 , 2 ,

… , K+L)。由此得
‖
y 1-

x
(i , n)
1 +…+x

(i
k +1

, n)

K+1
‖

3　第 6 期 冼　军等:中点局部K 一致凸性和φ-直和



※0 (n ※0), 其中 , y 1 =x1 -
1

K+1
∑
K+1

i=1
ai , 1 。由引

理1得 A(x
(i

1
, n)

1 , …, x
(i
K+1

, n)
1 )※0 (n※∞)。

类似地可得到

A(x
(i

1
, n)

2 , …, x
(i
L+1

, n)
2 )※0 (n※∞)

类似第一种情况的证明 , 可得

A(x
(1, n)
, …, x

(K+L , n)
)≤

∑
X类

(K +L -1)!A(x
(i

1
, n)

1 , … , x
(i
K+1

, n)
1 )+

∑
Y类
(K +L -1)!A(x

(i
1
, n)

2 , …, x
(i
L+1
, n)

2 )※0

(n※∞), 但这与 (8)式矛盾 , 证明完毕 。
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Midpoint Locally K_uniform Convexity and φ_Direct Sum

XIAN Jun , LI Yong_jin , ZHAO Zhi_hong

(Department of Mathematics , Sun Yat_sen University , Guangzhou 510275 ,China)

Abstract:Midpoint locally uniform convexity is generalized to the midpoint locally K_uniform convexity , and the relation

between the two cases is discussed.The following problem is discussed:suppose X , Y are either midpoint locally

uniform convexity or midpoint locally K_uniform convexity , respectively , whether X⊕pY (1<p<∞)orφ- direct sum

X ⊕φY is still either midpoint locally K_uniform convexity or midpoint locally uniform convexity.

Key words:midpoint locally K_uniform convexity;locally K_uniform convexity;K_uniform convexity;K_strictly

convexity;φ_direct sum
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