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摘 要 : 通过分析群阶和特殊素因子
,

利用 vlS ow 子群二次极大子群的 卜拟正规嵌人性质
,

得到
:
设 H 是有限

群 ` 的正规子群使得 C/ H 为介 幂零群
,

尸是 H 的
一

个 s}r ol w p
一

子群
,

这里 p 是 } ` I的一个素因子
。

若 尸的二次

极大子群均在 G 中 7T 一

拟正规嵌人 且下列条件之一 满足
,

则 ` 是 p
一

幂零
:

( 1 ) (l ` }
,

声
一

l)
= 1 ; (2 )

从 ( 尸 ) / C`
( p ) 是 尸

一

群
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本文之群恒为有限
,

斌 ` ) 表示群 ` 的阶 ! ` 1

的素因子集
。

设 M 是群 ` 的极大子群
。

如果 M
,

是 M 的极

大 子群
,

那 么称 M
:

为 ` 的二次极大子群
。

群 的

vlS ow 子群的二次极大子群的某种嵌人性质常给其

结构提供重要的信息
。

例如
,

李样明等
` ’ 一

证明 了
:

设 ` 是有限群
,

p 是 l ` } 的最小素因子
,

尸是

G 的 一个 Sy lo w p
一

子群
。

若 尸 的二次极大子群均在

` 中
二 一

拟正规嵌人 且 ` 与 A 4

无关
,

则 ` 是 p
一

幂零

群
。

群 ` 的子群H 称为在 G 中
二 一

拟正规
,

如果对于

` 的任意 vlS ow 子群 s
,

H 与 s 可交换
,

即 SH
=

sH
。

称 H 在 G 中
二 一

拟正规嵌人
,

如果对于 H 的每个素

因子 p
,

H 的 S y fo w -P 子群也是 G 的某个
二 一

拟正规

子群的 S y low p
一

子群
。

显然
,

。 拟正规必定是。 拟

正规嵌人
,

但其逆不一定成立
。

例如
,

任意群 ` 的

vsl ow 子群一定是
二 一

拟正规嵌人
,

但它们不一定是

卜拟正规
。

本文将继续上述工作
。

一方面仍然利用 即 low

子群的二次极大子群 的
二 一

拟正规嵌人性质
,

另一

方面对群阶的素因子的其它情形进行讨论
,

从而得

到有限群成为 p
一

幂零群的两个结果
。

1 基本引理

引理 少〕 设 H 是群 ` 的 二 一

拟正规嵌人子群
,

K 是 ` 的子群
,

N 是 ` 的正规子群
。

则

( l) 若 H 蕊 K 蕊 `
,

则 H 在 K 中
二 一

拟正规嵌

入 ;

( 2) H N 在 ` 中。 拟正规嵌人且刀N / N 在 C/ N 中
二 一

拟正规嵌人 ;

( 3) 若 N 蕊 K 且 K/ N 在 C/ N 中
二 一

拟正规嵌人
。

则 K 在 G 中
二 一

拟正规嵌人
。

引理 2 设 N 是群 G 的正规子群
,

尸是 ` 的 p
-

子群
,

其中 p 是 } ` l 的一个素因子
。

若 尸 的二次

极大子群均在 ` 中二
一

拟正规嵌人
,

则 尸脚 / N 的二次

极大子群皆在 C/ N 中
二 一

拟正规嵌人
。

证明 设 M / N 是 尸刃 / N 的任意二次极大子群
。

则存在子群链 M 蕊 K 感 NP 使得M 在 K 中极大
,

而

K 在尸刃 中极大
。

显然
,

K = (尸 自 K ) N 且尸 自 K <

尸
。

设 尸、

是 尸 的包含 尸 n K 的极大子群
,

则 尸、
n

N = 尸 n N
。

于是 K 感 尸.
N <

NP
,

由 K 在 NP 中

的极大性
,

K = 尸 I
N

。

同理可证
,

M
= 尸Z

N
,

其中

尸:

是 尸
1

的极大子群
。

最后 由引理 1之 ( 2)
,

M / N

= 尸 Z

N/ N 在 c/ N 中
7r 一

拟正规嵌人
。

证毕
。

引理 l3[ 〕 设 H 在群 G 中二
一

拟正规
,

尸 是 H 的

一个 Sy fo w 子群
。

若 H
。 二 1

,

则 尸 在 ` 中
7r 一

拟正

规
。

引理 砂 〕 设 尸是群 ` 的一个 p
一

子群
。

若 尸在

` 中 二
一

拟正规
,

则 N
`

( 尸 ) ) 酬 ( ` )
。
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引理 5Ll ) 设 ` 是群
,

p 是 } ` . 的素因子 队 (l

` }
,

p 一 l ) 二 1
,

尸是 ` 的 场lo w p
一

子群
。

若 尸 的极

大子群均在 ` 中二
一

拟正规嵌人
,

则 c 是 p
一

幂零
。

引理 6 〔’ 〕 设 ` 是群
,

p 是 ! ` j 的一个奇素因

护
,

尸是 ` 的一个 S y low p
一

子群
。

若 N 。
(尸 ) 为广 幂

零 目 尸 的极大子群均在 ` 中二
一

拟正规嵌人
,

则 `

是 p
一

幂零

引理 种 〕 设 M 是群 ` 的极大子群
,

尸 是 ` 的

正规 介 子群使得 ` 二 尸材
,

其中 p 是 } ` ! 的一个

素因子
:

则 尸 自 M 是 ` 的正规子群
。

2 主要结果

定理 设 H 是群 ` 的正规子群使得 c/ H 是 p
-

幂零群
,

尸 是 H 的 S y lo w p
一

子群
,

其中 p 是 } ` ! 的
一

个素因子 若 尸的每个二次极大子群均在 G 中二

一

拟正规嵌人 巨下列条件之一满足
,

则 G 是 p
一

幂

零
:

( 1 ) ( } ` r
,

尹2 一 l ) = l ;

( 2 ) 人
。

( 尸 ) z C。

( p ) 是 户群
(

证明 设定理不真
,

` 为极小阶反例
。

则

( a ) o ,

( G ) = l
。

设 N = o ,
,

( G ) 尹 l
。

考虑 C = ` / N
。

显然
,

万 =

脚
/入 司 ` 且

_

口 c 二 G/ NH 为p 一 幂零
。

又
,

尸

=

NP /刀 任 印工功
,

邮 }理 2
,

尸 的二次极大子群

在 云中二 一
拟正规嵌人

。

利用 ( j) 得 ( } ` J
,

声
-

一) 二 x
。

因 戈 (尸 ) = 刃。
( 尸 ) N / N 及 c

。
( p ) )

e 。
(尸 )万 /入

,

故由 ( 2 )可知 戈 (户) z cC (户) 为 尸
一

群
。

这就是 说 召 满足定理的条件
:

` 之极小阶反例推出

C 为 p
一

幂零
一

这就导致 ` 亦为 p
一

幂零
,

矛盾
。

h( ) ` 的包含 尸 的真子群皆 p 一 幂零
。

设 尸 蕊 M
< `

。

显然
,

M / H 门 M 二 材刀 / H 蕊

` H/ 为 p
一

幂零
,

尸是 H n M 的 S y low p
一

子群
。

由引

理 l 之 ( 】)
,

尸 的二次极大子群均在 M 中
二 一

拟正

规嵌人 利用 ( l ) 有 ( l 材 !
,

尸2 一 l ) 二 l
。

利用

( 2 )
,

可知

N ,

( p ) / C
, ,

( p ) 二 ( M 自 Nc ( P ) ) / (材 门 C
`

( P ) )

二 ( M 门 Nc ( P ) ) C
`

( P ) / C
`

( P )

为 p 一
群

。

这样 M 满足定理的条件
,

而 ` 之极小

性蕴含 M 是 p 一 幂零
二

( h) 得以证明
。

( C ) H 二 `
厂

若不然
,

H < `
。

由 ( b)
,

H 为 p
一

幂零
。

此

时
,

( a ) 蕴含 H 二 尸
。

设 N 为 ` 的含于 尸 的极小

正规子群
。

下证 乙 二
G/ N 满足定理的条件

。

首先
,

尸 二
P/ 刃 的二次极大子群在 乙中 二

一

拟 正规嵌人
,

;(/ 尸 二 夕 尸 为 p
一

幂零 其次
,

对于 ( l)
,

我们有

( 一G I
,

尸2 一 l ) 二 l : 对 于 ( 2 )
,

kl[ 戈 ( p ) = C 及

e
`

( 尸 ) ) ` 。
( 尸 )浑 /刀

,

故 戈 ( I ,

) / C`
( p )是户群

_

由 ` 之极小性得 c/ N 为 p
一

幂零
。

若 尸 =
P/ 刀 为 p

阶群
,

则也 易得 酬 N 为 p
一

幂零群
。

然而
,

p
一

幂零

群系为饱和群系 5[, 丫,
,

叹
,

所以 N 为 ` 的含于 尸的
J

唯

一极小正规子群且 尸 自中 ( )C
= l

、

于是
,

存在 `

的极大子群 M 使得 ` = A几讨 胜N 自 M 二 l 由引

理 7
,

尸 n M 司 G
,

进一步
,

若 尸 门 M 尹 l
,

则由 I

的惟一极小正规性知 浑 毛 尸 自 M
,

矛盾 故必有

尸 自 M = 1
,

进 而 尸 = N 及 尸 蕊 C。
(尸 )

、

若

C 。
(尸 ) < `

,

则由 ( h) 知 c
。

( 尸 ) 为 p
一

幂零 但

C。
( )P 司 `

,

故据 a( )
,

C
。

(尸 ) = 尸
。

对于 材 的任

意 Sy lo w -q 子群 Q
,

其中 q 尹 p
,

如果 尸口 < `
,

再

利用 ( h) 可得 尸Q 为 p
一

幂 零
,

这 就 导致 口 〔

C
`

( 尸 ) 二 尸
,

矛盾
。

所以 ` = 尸口
,

即 M 二 口

对于 ( 2)
,

我们有 ` 二 C
。

( 尸 )
,

即 尸 蕊 Z ( ` )
,

此

时由 c/ 尸 为介 幂零立即得 ` 亦为 p
一

幂零
,

矛盾
)

以下考虑条件 ( 1 )
。

首先应用引理 5 得 } 尸 } >

p
。

取 尸 的二次极大子群 尸。 ,

由题设
,

存在 ` 的

。 拟正规子群 K 使得尸
。

是 K 的 S y lo w p
一

子群 若 尸

n 凡 尹 l
,

则由 尸 的极小正规性得 尸 自 凡
二 尸

-

此时
,

尸 成为凡 的 衡 lo w p
一

子群
,

这是一个矛盾

故 尸 自 ` 。 二 1
。

这就意味着
,

K 。

为 ` 的厂
一

子群
,

由 ( a) 即得 cK
二 1

。

根据引理 3
,

尸。

在 ` 中二 一

拟

正规
。

于是 尸〔,

口成群
一 从而由 M

= 口的极大性推

出 尸。
口 二 口

。

进一步得 尸。 二 l
,

即 { 尸 J =

声

此时
,

一A u t ( p ) l = (户
2 一 尸 ) (尸

2 一 l ) 但 ` / C 。
( p )

同构于 A ut ( 尸 ) 的一个子群
,

故由 ( } C/ 公 ( 尸 ) I
,

声
一 l) 二 1得 ` = c 。

( 尸 )
,

即 尸 蕊 (Z ` ) 最后

由 ` /尸 为介 幂零推出 ` 亦为 p
一

幂零
,

矛盾于 c 的

选择
。

( C ) 成立
。

( d ) o
。

( G ) = I
。

若否
,

设 N 为 ` 的含于 o 。
( )G 的极小正规子

群
。

类似 ( c ) 可证 c/ N 为 p 一
幂零 由于 p 一 幂

零群系为饱和群
,

所以 万 是含于 认 ( )C 的惟一极

小正规子群而且 认 ( )G 门中 ( )G
二 l 于是存在 `

的极大子群 M 使得 ` 二 八材 且 N 自 材 二 l
。

由引

理 7
,

o
。

( ` ) 自 M 司 C
。

若 O ;

( G ) 门 M 并 l
,

则山

N 的惟一性知 N 蕊 q ( )C 自 M
,

矛盾 故必然有

q ( ` ) n M
二 1

,

即 N = o
:

( ` ) 另一方面
,

因

为

( } 尸 自 M !
,

} M : 尸 门 M } ) 二

( } P 自 M {
,

} G : P I ) = l

所以 尸 n M 是 对 的 Sy lo w p 一子群
。

显然
,

尸 自 M
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:
有限群的 二 一

拟正规嵌入子群与 p
一

幂零性

< 尸
。

现设 尸 :

是 尸 的包含 尸 n M 的极大子群
。

则

P l = P
.

门 N ( P 门 M ) =

( P :

门 N ) ( P 门 M )
,

P
.

门 M
= P 自 M

。

于是

} N : 尸
1

n N l 二

} N ( P 自 M ) :
( P ,

自 N ) ( P 自 M ) l = I P : P
,

} 二 p

即 尸 ,

自 N 是 N 的极大子群
。

若 尸 门 M
二 1

,

则 尸

二 N
,

类似 ( C
) 之证可导出矛盾

。

下设 尸 n M 尹

1并取 尸 n M 的极大子群尸
2 。

因 尸 ,

n N 在尸 中正

规
,

尸。 = ( 尸
l

门 N ) 尸
:
是 尸 的二次极大子群

。

由题

设
,

存在 ` 的 7r 一
拟正规子群 K 使得 尸。

是 K 的 S y
-

l o w 尸
一

子群
。

若 cK 尹 l
,

考虑 G
, 二 尸尺` 。

若 G
.

< `
,

则由 ( b) 得 ` ,

为 p 一
幂零

,

特别地
,

cK

为 p 一
幂零

。

由此可知 cK 为 p 一
群

,

进一步由 N

的惟一性得 N ` cK
,

导致 尸 = N ( p n M ) 蕊 尸. ,

矛盾
。

若 ` ! 二 `
,

则 C/ cK 为 p 一
群

,

从而 C/ ( N

n cK ) 为 p 一
幂零群

。

由 N 的极小正规性得 N 门

凡
二 N

,

或者说
,

N 蕊 cK
,

同样可推出矛盾
。

这

样 凡
二 1

,

尸
。

在 ` 中二 一
拟正规

。

于是对 M 的任

意 S y low q 一 子群 峨
,

其中 q 尹 p
,

因为 城 也是

` 的 Sy low q 一
子群

,

所以 尸
。

城
= M尸

。 。

这样一

来
,

p 。
M

二 p 。

<p 自 M
,

峨 l 城 任 Sy l
,

( M )
,

丫叮任 二 ( G )
,

、 尹 尸 )

是一个群
,

即 (尸
,

自 N ) M 是一个群
。

但 (尸
,

门

N ) M < G
,

故 ( P
.

自 N ) M
=

M
,

即有 P
,

自 N 毛

M
。

进一步地
,

尸
;

门 N 二 1
,

但 尸 ,

自 N 在 N 中极

大
,

故 N 是 p 阶循环群
。

若 N 鉴 Z ( )G
,

则由 C/ N

为 p
一

幂零立即得 ` 为 p
一

幂零
,

矛盾
。

下设 c ` ( N )

< G
。

此 时 因 P 〔 C
。

( N )
,

利用 ( b ) 可 得

C。
( N ) 为 尸

一

幂零
。

于是由 (
a

)
,

p = C
`

( N ) 司 G
,

由此可得 尸 = N
。

再次类似 (
C

) 的证明得到 ` 为

p
一

幂零
,

矛盾
。

完成 d( ) 的证明
。

( e ) 反例不存在
。

首先证明
,

如果 l 尸 l =
厂

,

那么
。 多 3

。

事实

上
,

若
n 〔 2 及条件 ( 2) 成立

,

则 由 尸 交换及

脚
`

( p ) z e
`

(尸 ) 为 夕 一
群立即得 N `

( 尸 ) == C。 ( p )
。

由 B u

srn i d e 的正规 尸
一

补定理 (见文「4丑或文 「5 ] )
,

` 必是 p
一

幂零群
,

矛盾
。

下设
n 蕊 2 及 ( l) 成立

。

由引理 5
, n 并 l

,

故
n = 2

。

因 从 (尸 ) / C
。

( 尸 ) 同

构于 A ut ( p ) 的一个子群
,

而 } A ut (尸 ) } 二 (声
-

川 (声
一

l)
,

故由 尸 交换及条件 ( l) 可得 戈 ( p )

二 c `
( 尸 )

,

同样导致矛盾
。

所 以
n ) 3

。

这就是

说
,

尸 的任意二次极大子群 尸。 并 1
。

由题设
,

存在

` 的 7r 一 拟正规子群 K 使得 尸。

是 K 的 S y lo w p
一

子

群
。

若 cK 尹 1
,

则由 ( a) 至 ( c) 易知 ` =

KP
。 。

显然
,

1 < 尸 n cK < 尸且 尸 n cK 是 cK 的 勿 fo w p

一

子群
。

取 尸 的极大子群尸
.

使得 尸 自凡 蕊 尸 1 。

则

尸 ,

是 `一 尸 I

cK 的 即 low p 一 子群
。

由题设
,

尸
.

的

极大子群在 ` 中从而在 ` .

中 二 一
拟正规嵌人

。

如

果 p 二 2或条件 (l ) 成立
,

由引理 5 得 C
.

为 p
一

幂

零
,

当然 cK 为 p
一

幂零
,

从而由 ( a) 和 ( d) 得 cK
二 1

,

矛盾
。

如果 p > 2 及 ( 2) 成立
,

因 尸 簇 从 ( 尸
1

) <

G
,

故 由 ( b ) 知 Nc (尸
1

) 为 p
一

幂 零
,

从 而

Nc
:

(P
,

) 亦为 p
一

幂零
。

利用引理 6, ` 1

为 p
一

幂零 ;

特别地
,

凡 为 p 一
幂零

,

也是矛盾
。

所以 凡
= 1

。

由引理 3
,

尸。

在 ` 中 7r
一

拟正规
。

此时由引理 4 及

( d )
,

OP ( C ) 蕊 cN ( P 。
) < G

,

从而由 G 二 P O p

( G )

及 ( a) 可得 1 < 尸 自 了 ( )G < 尸
。

类似上述证明

同样可导出矛盾
,

完成证明
。

注 定 理 的条件 ( } G }
,

矿
一 l) = 1 或

N
。

( 尸 ) / C` ( 尸 ) 为 p 一
群不能去掉

。

如 4 次交错群

A 4

不是 2 一 幂零的
,

虽然它的 黝 lo w Z 一 子群的二次

极大子群为 1
。
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