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奇异协方差阵下前沿组合及无套利分析
`
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摘 要 : 研究了奇异协方差阵的投资组合选择模型
,

运用镶边矩阵广义逆方法得到了存在前沿组合的充要条

件
,

并给出了前沿组合的显式解和组合前沿的性质
。

最后
,

在奇异协方差阵下进行了无套利分析
,

得到了市场

无套利的充要条件
,

证明了 5 2

哪 的猜想
。
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1 研究背景

M akr iow
tz 提出的证券组合选择的 M 一 v 模型是

现代投资组合理论的基础
,

也是现代金融经济学的

基石
。

目前的文献主要集中在有效证券组合和有效

边界的确定“ 一
们

,

最近 iB ck 阁又从解析几何的角度

研究了证券组合有效边界的性质
,

但他们都是在假

定协方差阵为满秩的条件下进行的
。

这种假定对由

传统金融资产构成的资产组合在一定程度上可以接

受
,

但是
,

一方面
,

随着各种资产种类的增加
,

特

别是近几年来中国金融衍生产品的大量涌现
,

许多

机构投资者必然会考虑包含衍生工具的投资组合问

题
,

这时很可能导致金融资产出现完全相关性
,

从

而会出现协方差阵奇异的情况 ; 另一方面
,

在实际

的组合投资决策中
,

投资者往往通过投资不同风险

资产来分散组合风险
,

这样随着资产数量的增加
,

相关资产的种类就也必然会增多
,

这也会导致协方

差阵不是满秩的情况出现
。

因此
,

协方差阵奇异条

件下的投资决策问题才是最为普遍的
,

对于协方差

阵奇异时的投资决策问题的研究
,

迄今为止这方面

的文献不多困
。

最近
,

史树中和杨杰川指出当协方差阵奇异时

证券市场要么存在套利
,

要么存在有效子集
,

熊和

平阁从理论上进一步证实了此时要么可以构造套利

组合
,

要么可以通过去除冗余的证券来求解有效证

券组合
,

本文进一步深人探讨这一问题
。

设证券市场存在
n
种风险证券和一种无风险

证券
,

无风险资产的收益率用 r, 表示
,

而 几
种风

险资产的收益率用向量
r 二 (r

: , r : ,

…
, ; 。

)
`

表示
,

其中
; `

表示第 i 种风险资产的收益率
,

为随机变

量
,

它们期望 (即期望收益 ) 为 产 = (E r
)

,

协方

差阵为 V 二 v a r
(

r
)

,

并且 V 〕 0
,

即 尺 ( V ) ` n ,

这也就是说 V 不必是满秩的
。

设投资者在
n
种风险资产的投资比例分别为

。 , ,
aJ Z ,

…
,

。
。 ,

投资在无风险资产 上 的 比例 为

。 。 + : 。

对于一个证券组合 。 =
( 。

, , 。 2 ,

…
, 。 。

)
` ,

称 几 = 。 ,r 为组合证券的收益率
,

*
。 = 毋补为组合

证券的期望收益率
,

几 , =
o,’ 物 为组合证券的风

险
。

仅存在风险资产证券时的 M一 V模型可描述为

M i n 。
乙

= 。
`

物
,

s
·

t
·

加
二 l ( l )

其中
,

L 二 ( e
,

产 )
, ,

l =
( l

,

` )
` , , 二

( l
,

l
,

…
,

l )
` ,

。 二 ( 。
, ,

。 2 ,

…
, 。 。

)
` 。

存在无风险证券时的 M 一 V 模型可描述为

M i n 。
乙

二 o,
`

物
,

s
·

t
·

”
`
。 = ` 一 今 ( 2 )

其中
,

。 =
( 。

, , 。 2 ,

…
, 。

。

)
, , 。 。 + , == l 一 e

,

。
, 。 =

l(
,

l
,

…
,

l)
, ,

, 二 朴 一 e fr 为超额收益率向量
。

一些记号
:
设 A 为一矩阵

,

记 A’ 表示矩阵 A

的转置
,

A
一

表示 A 的广义逆
,

A
`

表示 A 的 M
~

-

eP
~ 广义逆

,

凡
二 I 一 A

十
A

,

凡
二 A ( A ,A )

十

A’

表示 A 的正交投影阵
, ,

洲 A ) 表示由矩阵 A 的列

向量生成的线性空间
,

R ( A )表示矩阵 A 的秩
。

2 前沿组合的通解

定义 l 设 。 二
( 。

; , 。 2 ,

…
, 。 。

)
,

为一个证券

,
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组合
,

` 为一给定的常数
,

如果 。 满足加
= l

,

又因为 T 二 V 十 L’ L 为非负定矩阵
,

显然
、

截 L’ )

则称 。 为一个可行组合
。

其中
,

l 二 (1
,

` )’
。

c

洲 )T
,

从而由引理 1 ( 2) 知
一

浏 Q )
二

洲
L )

。

定义 2 设 。 任 R
凡

为一个可行组合
,

如果 。 因此
,

一方面
,

若 l 〔
一

浏 L ) 二
.

洲 Q )
,

则有

使得组合风险`
二 o,

`

物 达到最小
,

则称 。 为一 L’ Q
一

lQ
一 L’ QQ了

二 0
,

C C 一
二 l

,

由 ( 4) 式知矩阵

个前沿组合
。

方程 (3 )相容
。

另一方面
,

若矩阵方程 ( 3) 相容
,

则

模型 l( )为一个凸规划问题
,

为了求模型 ( l) 的 对任一广义逆 A
一 ,

x 二 A
一

b 必为其解
,

由 ( 4) 式

最优解
,

需要构造拉格朗日函数 知存在广义逆矩阵 Q
一

使得 L’ Q切
一 L’ QQ了

二 0
,

: (。
,

* )
=

告
。

,

、
+ *

,

( 、
一 , ) C C

一

l 二 l
,

从而有 l 任 洲 Q )
二

洲 L )
。

( 2) 方程 ( 3) 的通解为

其中
,

久 二
(久

, ,

又2

)
` 。

下矩阵方程

= O
,

可得如aL一枷令

oLVL二:’)( r )
二

(:)

x = A
十

b +

从 U ( 5 )

其中
,

u 二
(穿

,

丫 )’ 为任意 n 十 2维列向量
,

右为任

意
n
维列向量

,

了为任意 2 维列向量
,

由镶边矩阵

的广义逆知

( 3 )
A

+ =

显然
,

方程 ( 3) 有解为模型 ( l) 存在最优解 的充要条

件
,

以下简记
T

十 一 T
十

L
,

Q
+

L T
十

1 0, \ f o \
x “

(* )
,

” =

( l )
Q

十

L T

T
十

L
`

Q
十

Q
+

Q 一
Q

干
( 6 )

A 二

引理 1 若
口

洲 L’ ) c
.

洲 )T
,

T 〕 0
,

Q
二

L T
一

L’
,

则有

( 1) 汀
一

L’ = L’
,

L T
一

T = L ;

( 2) Q
二 L T一 与 T

一

的选取无关
,

且
.

露 ( L )
二

`

洲 Q ) ;

( 3) Q 的 M

~
一

eP
~

广义逆 Q
` 二 L’

十

LT
十 -

L’
十

r N云(从 Z N七)
十

从 LT
+ 。

定理 1 对于 M
一

V 模型 ( 1 )
,

有如下结论

( l) 市场存在前沿组合当且仅当 l 任
.

洲 L ) ;

(2 ) 对于某个给定投资目标 `
,

若市场存在

前沿组合
,

则其通解为

。 = T
+

L
,

Q
+

l + N `

其中
,

右为任意的
几
维向量

,

T 二 V 十 L’ L
,

Q
二

L T
一

L
` ,

l 二
( l

,

` )
, 。

证明 ( l) 由前面的分析可知
,

存在前沿组

合的充要条件为矩阵方程 ( 3) 有解
,

而方程 ( 3) 有解

当且仅当存在广义逆矩阵 A
一

使得 乃A
一

x

镶边矩阵的广义逆图知

A
一 =

(
v 乙、

一 =

其中
,

T 二

A A
一

b

\ L o j

一 T
一

L
,

Q
一

L T
一

T
一

L
,

Q
-

Q
一

L T
一

Q
一

Q
一

Q
-

V + L
`

L
,

Q
= L r

一

L
` 。

所以

了F Z
一

L
,

Q
一 十 L

,

Q
一

Q
一 L

,

Q
-

L T
一

L
`

Q

{
乙 ,Q

一

lQ
一 乙

`

QQ
一

`
)

\ C C
一

l /

将 (6 )式代人 ( 5 )式
,

并由事实 L
`

Q
+

Q
= L

` ,

L T
+

T 二

L 可得

一 :()
二

(豁落黑
、
力

(7)

由 ( 7 ) 式 可 知
,

前沿 组合 的通 解 为 。 二

+T L’ Q
十

l + N茜
。

定理证毕
。

值得一提的是
,

定理 1还蕴涵一个有趣 的事

实
,

那就是证券组合的组合前沿与前沿组合的唯一

性无关
,

而且任意两个前沿组合的协方差也与证券

组合的唯一性无关
,

写成定理的形式如下
。

定理 2 对 于 M
一

V 模 型 ( l)
,

可 令 H
二

L’
十

vL
十 一 L’

十

v N云(从 v N七)
`

从 vL
+ ,

则有结论

(l ) 任给投资目标 `
,

设其前沿组合为 。
,

则 嵘
= v a r

( 。
` r

)
二 l

`

lH
,

其中 l 二
( l

,

` )
` 。

(2 ) 任给投资目标 ` 和 r。 ,

设其前沿组合分

别为 。 ,

和 。 。 ,

则 C o v ( o, , ` r ,

。 、 ` r
)

=

心
`

lH
。 ,

其中

毛
=

( l
,

今 )
` ,

礼 == ( 1
,

` )
` 。

证明 ( l) 由引理 1 之 ( 2) 知
、

斌 L )
二

口

拟 Q )
,

所以 l
`

凡
= o

,

l
`

Q
`

Q
= l

` ,

所以
,

组合

。 的风险为
, 息

== 。
,

物
= 一 。

,

L 认 二

一 l
`

几 = l
,

( Q
+ 一

Q
+

Q ) l ( 8 )

由引理 1之 ( 3)
,

将 Q
十

代人 ( 8) 式
,

并注意到 l

任
、

瘩 ( L )
,

所以 LL
十

l 二 l
,

计算可得
。
息

== l
`

( L“ 几
` 一 乙

` 十

刃叽
;

(从了凡
;
)+NL 几

+ 一

“
+

) l =

l
`

( L’ 义V + 乙乞 ) L
+ 一

L’
+

U呱 (从和丫
.

)+NL 砚
+ 一

LL
+

)l =

l
`

L
` 十

VL
干

l 一 l
,

L
` 十

V从 (从下W
乙

)
十

从VL
+

l ( 9 )

LV oL

由4)b二二

|
,

卜尸
了

T
.

!
,、



中山大学学报 (自然科学版 )第 44卷

( 2 )由定理 1之 ( 2 )可知 叭
二T L +

,

Q
’

心+

N苦
: ,

“ , = T t Q
`

l
, + N茜

2 ,

其中 `
: ,

`
2
为任意

。
维向量

。

将 叭
,

。 ,

代人即得
,

详细证明过程与

结论 ( l) 类似
。

定理 3 对于存在无风险证券时的 M 一 V 模型

(2 )
,

设 ` 为某个给定的投资目标
,

若 拌 尹 e介
,

则

( l) 前沿组合的通解为

。 二

掀
T

`

” ·

价`
,
田

一
, 一 `

’
“ “ ” ,

其中
,

`为任意
。
维向量

,

T 二 V +

柯
,

” 二 产 一
er,

( 2) 前沿组合的风险为

` , = h ( `
一 fr ( 1 1 )

O之
.

了口...、、

D一一之D一一叮

其中
,

h =
丫钩“ 一

丫 V沁 (心州
叮 )

`

心均
’ `

勺 二科 一 e fr
o

证明 M
一

V 模型 ( 2) 的前沿组合为矩阵方程

式成立
,

现在任给一个证券组合 .
’ ,

若 。
`

满足

物
’ 二 0

,

e’ 。
` = o

,

则用 ( o,
’ ` ,

0) 同时左乘

l( 2) 式两边
,

可得 几。
’

诱
= 0

,

因为 几 尹 。
,

从

而必有 。
’

诊
二 O ; 若 o,

’

满足 物
’ = 。

, ,
切

` 二

l
,

类似地
,

可 以证明 。
’

补
二 fr

,

从而由无套利

假设知 。 是无套利的
。

必要性用反证法
。

假设市场不存在套利组合
,

但 ” 任
.

洲 v ) 不成立
,

也就是说 , 和 v 的列向量

是线性无关的
,

将 V 和 , 线性无关的向量扩张成

R
”

的 一 组基
,

设 为 D =
(

a , , 。 2 ,

…
, 。 。

)
,

设

R ( V )
= r ,

且不妨假设 V 只能由 D 的前
;
个向量

线性表示
,

而 , 只能由后
n

一 个向量线性表示
。

因为 v ) 0
,

故存在矩阵 C 任 r
’ “

使得 V 二

cc
` 。

又
`

洲 C C
,

) 二 `

属红C )
,

所以 C 也只能由 D 的前
:

个向量线性表示
。

即存在 z
:

任 rR
` “ ,

z 任 R
“ 一 r

使得

C 二 D 一Z
-

_

1 2
,

= D I

( 12 )
这里

,

D 二
( D

l ,

D Z
)

,

D , =
(

a , , a Z ,

…
, a r

)
,

D : =

r,

0一

rP

一一

、̀ ....口产

8几
.

户子.....、、、 ,. ..,了

勺0{Y
\
叮

的解
。

其中
,

可 = 严 一 e fr
。

因此
,

对于 M
一

v 模型 (
a , , ,

所以

, Q r + 2

( 2) 直接应用定理 l 可得定理成立
。

由 ( 1 1) 式知
,

当存在无风险资产时
,

组合前

沿仍为一条射线
。

这与 V > 0 时的情形是一致的
。

从而

T =

…
, a 。

)

C C
`

+
啊

, 二 D

Z 一Z 一`

0

凡一一

八U之

为一
n
维向量

,

则 a 的

仓
,

q 二 叮
`

T
+

冲 = ( 0 2
`

)

其中
,

凡
=

z
, 干 二

( zz
`

)

z
`

( zz
`

)
十

z
。

Z 一2 1

0

因此 由引理 2 并注意到

口ce

3 无套利分析

引理 2 0[] 设 a 任 R
几

M oo 卜 eP

~
广义逆为 a

干 =

}} a !}
2 。

定理 4 若不存在常数
。
使得产

二

斗
z

,

所以易得 q = 1
。

由 ( 13) 式知 h

不存在套利组合当且仅当 , 任
口

斌 V )
。

则市场

其中
,

叮

二 产 一 e fr 为超额收益率向量
。

证明 充分性
。

因为 q =
丫+T ,

,

=T V 十

啊
` ,

所以 v 任
`

洲 )T
,

由引理 1之 ( 2) 知 q 与 T
一

的

选择无关
,

特别地
,

可 以选 取满秩的 T
一 ,

又

R ( , )
= l

,

所以 叮 > 0
。

由 ( 7 )式知矩阵方程 ( 12 )

中拉格朗日乘子 几 二 ( 1 一 q
一 `

)( ` 一 fr )
,

由引理 1

及引理 2知
,

q
一 ` 二

丫翔
’ ` 一

丫 T 心 (心 T 心 )
`

心翔“ =

,
十

均
` + 一 ,

十

V佑 (气 V佑 )+qN 均
“ +

叮
+

冲 二 h + l ( 13 )

其中
,

h =
丫 钩 “ 一

丫 V心 (心 V心 )
十

心物
` ’

若 , 任
.

洲 V )
,

则类似 q > 0 情形的证明
,

可得

叮
`

V
+

叮 > o
,

从而由引理 l 之 ( 3 ) 知
,

h =

(丫+V 司
一 , > 0

。

因此
,

只要 几 尹 fr
,

必有 人 二
(1

一 q
一 ,

)( ` 一

f)r 尹 o
,

设 ` 尹 fr 为任意一个投资目

标
,

则由定理 2 知
,

存在前沿组合 。 使得 ( 12)

二 0
,

从而对任一前沿组合 。
,

其组合风险嵘
二

h ( `
一

r,)
, 二 0

。

此时对任意大于无风险收益率的

投资目标 `
,

得到的前沿组合

~ _
.

丘二乙互 ,
,
一 、

一
_ , 矛 ~ l :

泊
。 = {亡石厂亡 I 叮 + 丹巧

,
田

。 * 一 = l 一 e 。 气14 )
丫 T

+

叮
-

即为套利组合
,

其中 `为任意
n
维向量

,

这与假设

市场无套利矛盾
,

定理证毕
。

人们已经知道
,

当 V > 0时
,

均衡市场是不存

在套利组合的
,

但是当协方差阵奇异时的情形会怎

么样呢?

S eZ g护
’ 〕曾猜想当协方差阵的秩小于

。 一 l 时证

券市场有可能存在套利组合
。

定理 4 实质是从理论

上证明了他的猜想是正确的
,

而且当协方差阵奇异

时
,

它可以作为均衡市场是否存在套利组合的一个

简单的判定法则
。

在投资实践中
,

只需 比较 R ( v )

和 R ( V
,

, ) 即可
,

若两者相等
,

则市场不存在套

利组合
,

否则就存在套利组合
,

并且由方程 ( 14) 可

构造出这些套利组合
。
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