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摘　要:通过建立几个微分不等式 , 讨论了一类二阶非线性中立型微分方程的振动性 , 将经典的 Sturm 比较定理

推广到中立型微分方程 , 得到几个新的 Sturm 型比较定理。
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1　问题的提出

考虑二阶线性常微分方程

[ p1(t)x′(t)]′+q1(t)x(t)=0 (1)

及二阶非线性中立型微分方程

[ p2(t)(y(t)+λ(t)y(t -τ))′]′+q2(t) y(t -σ1)
α
sgn y(t -σ1)+

r(t) y(t -σ2)
β
sgn y(t -σ2)=0 (2)

其中 t≥t 0 , 且满足下面条件:

(1)函数 p1 ,p2:[ t 0 , ∞)※(0 , ∞)连续可微且满足　∫
∞

t
0

1
p2(t)

dt =∞

(2)函数 q1 , q2 , r:[ t0 , ∞)※[ 0 , ∞)是连续的;

(3)函数 λ:[ t0 , ∞)※[ 0 ,1] 是连续的;

(4)τ>0 , σ1 ≥0 , σ2 ≥0 , α∈ [ 0 ,1] , β >1。

以下总假设方程 (2)的解 y(t)可延拓到整个右半轴且不最终恒为0 ,即 y(t)在某个[ Ty , ∞] 上定义且

对每一个 T ≥Ty满足 supt≥T{|y(t)|}>0。方程(1)的这样一个解 y(t)称为非平凡解 。一个非平凡解 y(t)

称为振动的 , 如果 y(t)有任意大零点 , 否则称它是非振动的。方程 (2)称为振动的 , 如果它的任何非平

凡解都是振动的;方程 (2)称为非振动的 , 如果它的任何非平凡解都是非振动的。

关于非线性中立型时滞微分方程的振动理论 , 近几年已被很多学者所研究[ 1-3] 。在线性方程的振动理

论中 , 一个强有力的研究方法是利用 Picone 提供的恒等式[ 4] 。最近 , 文献[ 5 , 6]将 Picone恒等式推广到非

线性常微分方程 , 但将 Picone 恒等式推广到非线性中立型时滞微分方程 , 并用于研究中立型微分方程的振

动性 , 目前尚未见报道。本文通过建立若干微分不等式 , 把 Picone恒等式推广到非线性中立型微分方程 ,

并将其应用于研究中立型微分方程的振动性 , 得到了关于中立型微分方程振动的比较定理。

2　主要结论

引理 1
[ 7]
　设 x , y>0 , m , n>1且

1
m
+
1
n
=1则有

x
m
+
y
n
≥ x1/my1/ n (3)

　　引理 2　若 y(t)是方程 (2)的非振动解 , 定义

Z(t)= y(t)+λ(t)y(t -τ) (4)
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则 Z(t)Z′(t)最终为正。

证明　不失一般性 , 设 y(t -τ)>0 , y(t -σ1)>0 , y(t -σ2)>0 , t ≥T1 ≥ t 0 , 则 Z(t)>0且

p2(t)Z′′=-q2(t) y(t -σ1)
α
sgn y(t -σ1)-r(t) y(t -σ2)

β
sgn y(t -σ2)≤0 , t ≥T 1 (5)

从而 , p2(t)Z′(t)是递减的 ,于是可得 p2(t)Z(t)′>0 , t ≥T1 ≥t 0 。事实上 , 若 p2(t)Z′(t)≤0 , t ≥T 1 ≥

t0 , 则存在一个 T2 >T 1使得 p2(T2)Z′(T2)<0且

Z(t)-Z(T2)≤p2(T2)Z(T 2)∫T
2

t ds
p2(s)

, t >T2

则 lim
t※∞
Z(t)=-∞,这与 Z(t)>0矛盾 , 从而引理得证 。

引理 3　设 y(t)是方程 (2)的非振动解 。令

w(t)=
p2(t)Z′(t)
Z(t -σ1)

(6)

则下面不等式最终成立

w′(t)≤-θS(t)-
w

2

p2(t -σ1)
(7)

其中 Z(t)如 (4)式所定义 , θ=min
β -α
β -1

,
β -α
1-α

,且

S(t)=q2(t)
β-1
β-αr(t)

1-α
β-α[ 1-λ(t -σ1)]

α(β-1)
β-α [ 1-λ(t -σ2)]

β(1-α)
β-α

　　证明　不失一般性 , 设 y(t)>0 , y(t -τ)>0 , y(t -σ1)>0 , y(t -σ2)>0 , t ≥ T ≥ t 0 。若 y(t)

最终为负 , 可类似证明 , 此处省略 。则 Z(t)>0 , t ≥T1 ≥ t0 。于是方程 (2)变为

[ p2(t)Z′(t)]′+q2(t)y
α
(t -σ1)+r(t)y

β
(t -σ2)=0 (8)

由引理2 , 有 y(t -τ)≤Z(t -τ)≤Z(t), 从而 Z(t)≤y(t)+λ(t)Z(t), 由 λ(t)≤1 , 可得

y(t)≥[ 1-λ(t)] Z(t) (9)

为方便起见 , 假设 σ1 ≥ σ2(若 σ1 < σ2 , 可类似证明)。令 w(t)=
p2(t)Z′(t)
Z(t -σ1)

, 则 w(t)≥ 0 ,

[ p2(t)Z′(t)]′≤0。考虑条件 (4), 得 p2(t)Z′(t)≤p2(t -σ1)Z′(t -σ1)

由式 (8)及引理 2 , 得

w′(t)=
[ p2(t)Z′(t)]′Z(t -σ1)-p2(t)Z′(t)Z′(t -σ1)

Z
2
(t -σ1)

≤

[ p2(t)Z′(t)]′
Z(t -σ1)

-
p2(t)Z′(t)p2(t -σ1)Z′(t -σ1)

p2(t -σ1)Z
2(t -σ1)

[ p2(t)Z′(t)′]
Z(t -σ1)

-
[ p2(t)Z′(t)]

2

p2(t -σ1)Z
2(t -σ1)

=

-
q2(t)y

α
(t -σ1)+r(t)y

β
(t -σ2)

Z(t -σ1)
-

w
2

p2(t -σ1)

由不等式 (9)得

w′(t)≤
-q2(t)[ 1-λ(t -σ1)]

α
Z
α
(t -σ1)

Z(t -σ1)
-
r(t)[ 1 -λ(t -σ2)]

β
Z
β
(t -σ2)

Z(t -σ1)
-

w
2

p2(t -σ1)

由引理2知 Z′(t)≥0 , 再由 σ1 ≥σ2和 t -σ1 ≤ t -σ2 得 Z(t -σ1)≤Z(t -σ2), 于是有

w′(t)≤-q2(t)[ 1-λ(t -σ1)]
α
Z
α-1(t -σ1)-r(t)[ 1-λ(t -σ2)]

β
Z
β-1(t -σ1)-

w
2

p2(t -σ1)
(10)

由引理1得

q2(t)[ 1 -λ(t -σ1)]
α
Z
α-1(t -σ1)

(β -α)/(β -1)
+
r(t)[ 1 -λ(t -σ2)]

β
Z
β-1(t -σ1)

(β -α)/(1-α)
≥

q2(t)
β-1
β-α[ 1 -λ(t -α1)]

α(β-1)
β-αr(t)

1-α
β-α[ 1-λ(t -σ2)]

β(1-α)
β-α

于是 q2(t)[ 1-λ(t -σ1)]
α
Z
α-1
(t -σ1)+r(t)[ 1-λ(t -σ2)]

β
Z
β-1
(t -σ1)≥

θq2(t)
β-1
β-αr(t)

1-α
β-αr(t)

1-α
β-α[ 1 -λ(t -σ1)]

α(β-1)
β-α [ 1 -λ(t -σ2)]

β(1-α)
β-α (11)

再由 (10)和 (11)式 , 得
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w′(t)≤-θS(t)-
w

2

p2(t -σ1)

　　引理 4　设 x(t), y(t)分别为方程 (1)和方程 (2)的非平凡解 。如果 y(t)是非振动的 , 则下面不等

式最终成立

x
Z(t -σ1)

(p1 x′Z(t -σ1)-xp2Z′)
′

≥

p2 xZ′

p2(t -σ1)Z(t -σ1)
-x′ p2(t -σ1)

2

+[ p1 -p2(t -σ1)] x′
2 +[ θS(t)-q1] x

2 (12)

其中 Z(t)如 (4)式所定义 , θ和S(t)如引理 3所给 。

证明　不失一般性 , 设方程 (2)有非平凡解 y(t)满足 y(t)>0 , y(t -τ)>0 , y(t -σ1)>0 , y(t -

σ2)>0 , t ≥T ≥t 0 。(若 y(t)最终为负可类似证明 , 此处省略)。则 Z(t)>0。由引理 3 , 存在一个充分大

的 T1 ≥ t 0使 (7)式成立。

直接对 (12)式的左边求导并利用 (1)式和 (7)式 , 则当 t ∈ [ T1 , ∞]

x
Z(t -σ1)

(p1 x′Z(t -σ1)-xp2Z′)]′=p1 x′
2 +(p1 x′)′x -2xx′w(t)-x

2
w′(t)≥

p1 x
′2 -q1 x

2 -2xx′w(t)+θS(t)x2 +x2
w
2

p2(t -σ1)}
=

xw

p2(t -σ1)
-x′ p2(t -σ1)

2
+[ p1 -p2(t -σ1)] x

2 +[ θS(t)-q1] x
2 =

p2 xZ′

p2(t -σ1)Z(t -σ1)
-x′ p2(t -σ1)

2

+[ p1 -p2(t -σ1)] x
2 +[ θS(t)-q1] x

2

　　引理 5　设 x(t), y(t)分别为方程 (1)和方程 (2)的非平凡解 。如果 y(t)是非振动的 , p ∈ C
2
([ t 0 ,

∞), R+] , 则下面不等式最终成立

px′-
xp2Z′

Z(t -σ1)
x -

1
2
(p′-pp-11 p′1)x

2 ′≥
p2 xZ′

p2(t -σ1)Z(t -σ1)
-x′ p2(t -σ1)

2

+

[ p -p2(t -σ1)] x′
2 + θS(t)-pp1

-1
q1 -

1
2
(p′-pp-11 p′1)′x

2 (13)

其中 Z(t)如 (4)式所定义 , θ和S(t)如引理 3所给 。

证明　与引理4的证明类似 ,对(13)式的左边直接计算并结合(1)式和(7)式及引理 1 ,则当 t ≥T1

px′-
xp2Z′

Z(t -σ1)
x - 1

2
(p′-pp1

-1
p
′
1)x

2 ′=

px′2 +(px′)′x -2xx′w(t)-x2w′(t)-
1
2
(p′-pp1

-1
p1′)x

2 ′≥

px′2 +(px′)′x -2xx′w(t)+θS(t)x2 +x2
w

2

p2(t -σ1)
-

1
2
(p′-pp1

-1
p1′)x

2 ′=

xw

p2(t -σ1)
-x′ p2(t -σ1)

2

+[ p -p2(t -σ1)] x′
2
+

p′x′x -
p
p1
(q1 x

2 +p1′x′x)+θS(t)x
2 -

1
2
(p′-pp1

-1
p1′)x

2 ′=

xw

p2(t -σ1)
-x′ p2(t -σ1)

2

+[ p -p2(t -σ1)] x′
2 + θS(t)-pp1

-1
q1 -

1
2
(p′-pp1

-1
p1′)′x

2

　　引理 6　设 x(t)∈ C
1
([ t 0 , ∞), R), y(t)为方程 (1)的非平凡解且 y(t)是非振动的 , 则下面不等式

最终成立

-
x
2
p2Z′(t)

Z(t -σ1)
′≥

xp2Z′(t)

p2(t -σ1)Z(t -σ1)
-x′ p2(t -σ1)

2

+[ θS(t)x2 -p2(t -σ1)x′
2] (14)

其中 Z(t)如 (4)式所定义 , θ和S(t)如引理 3所给 。

下面的定理可分别由引理 4 , 引理 5或引理 6推得。
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定理 1　设 x(t)是方程 (1)的振动解 , {an}为 x(t)的实零点序列 , 即 x(an)=0 , an ※∞, n ※∞。

若存在充分大的 T ≥ t0 使得当 an ≥T 时

∫
a
n
+1

a
n

p1 -p2(t -σ1) x′2 +[ θS(t)-q1] x
2
dt >0 (15)

其中 θ和S(t)如引理 3所给 , 则方程 (2)是振动的。

证明　若不然 , 不失一般性设方程 (2)存在非平凡解 y(t)使 y(t)>0 , y(t-τ)>0 , y(t -σ1)>0 ,

y(t -σ2)>0 , t ≥T1 ≥T ,取 an ≥T1 ,则 y(t)>0 , y(t -τ)>0 , y(t -σ1)>0 , y(t-σ2)>0 , t ∈ [ an ,

an+1] , 且 (12)式成立 (由引理 4)。对 (12)式从 an 到an+1 积分 , 得

∫
a
n+1

a
n

x
Z(t -σ1)

(p1 x′Z(t -σ1)-xp2Z′)
′

dt ≥

∫
a
n+1

a
n

p2
p2 xZ′

p2(t -σ1)Z(t -σ1)
-x′ p2(t -σ1)

2

d t +∫
a
n+1

a
n

[ p1 -p2(t -σ1)] x′
2
+[ θS(t)-q1] x

2
dt

(16)

由假设 , (16)式的左边应大于零 , 但 (16)的右端却为

∫
a
n+1

a
n

x
Z(t -σ1)

(p1x′Z(t -σ1)-xp2Z′)′dt =
x

Z(t -σ1)
(p1 x′Z(t -σ1)-xp2Z′)

a
n+1

a
n

=0

产生矛盾 。这说明方程 (2)的每一个非平凡解 y(t)至少有一个零点 tn ∈ (an , an+1)。注意到 an+1 > tn >

an ≥T1 , n ∈ N ,知方程(2)的每一个非平凡解 y(t)有任意大零点 , 从而方程 (2)是振动的 。

推论 1　设方程 (1)是振动的 。如果 p1 ≥p2(t-σ1), θS(t)≥q1最终成立且在 [ t 0 , ∞] 的任意子区间

上等号不成立 , 其中 θ和S(t)如引理 3所给 , 则方程 (2)是振动的 。

定理 2　设 x(t)是方程 (1)的振动解 , {an}为 x(t)的实零点序列 , 即 x(an)=0 , an ※∞, n ※∞。

若存在 p ∈ C
2
([ t0 , +∞), R+] 及充分大的 T ≥ t 0使得当 an ≥T 时

∫
a
n+1

a
n

[ p -p2(t -σ1)] x′
2 + θS(t)-pp1

-1
q1 -

1
2
(p′-pp1

-1
p1′)′x

2 d t >0 (17)

则方程 (2)是振动的 。

推论 2　设方程 (1)是振动的。若存在 p ∈ C
2
([ t 0 , +∞), R+] 使 p ≥p2(t-σ1), θS(t)≥pp1

-1
q1 +

1
2
(p′-pp1

-1
p1′)′最终成立且在[ t0 , ∞] 的任意子区间上等号不成立 ,其中θ和S(t)如引理3所给 , 则方程

(2)是振动的。

定理 3　设 x(t)是方程 (1)的振动解 , an 为 x(t)的实零点序列 , 即 x(an)=0 , an ※∞, n ※∞。

若存在充分大的 T ≥ t0 使得当 an ≥T 时

∫
a
n+1

a
n

[ θS(t)x2 -p2(t -σ1)x′
2] dt >0 (18)

其中 , θ和S(t)如引理 3所给 , 则方程 (2)是振动的。

定理 2和定理3的证明与定理1类似 , 可分别利用引理 5和引理 6证之 , 兹略去 。
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f 1(αj)is not a boundary geodesic.And consider the

corresponding part X
＊
2 on X2 .Repeat the previous

discussion , we know by (3)that d(X
＊
1 ,X

＊
2 )=0 .

Because X＊1 and X 2
＊ are of topological finite type , X＊1 is

isometric to X ＊2 and preserves the marking.This implies
that the gluing types of the cutting curves f1(αj)and

f 2(αj)are the same.Because f 1(αj)and f2(αj)are

arbitrary , X1 is isometric to X 2 and preserves the

marking.This means [ X1 , f 1] =[ X 2 , f 2] .
By the same way as in section 2 , we can define the

d_structure , the dT_structure and the H_structure on

T(X)of the topological infinite type.
The same as the proof of the Theorem 3 , we have ,
Corollary 2　The d_structure and the H_structure

on Teichm̈uller space of Riemann surfaces of topological

infinite type are topologically equivalent to each other.
Its natural to ask the following problem:Is the d_

structure topologically equivalent to the dT_structure on

the Teichm̈uller spaces of topological infinite type

Riemann surfaces.
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Teichmüller空间的拓扑结构

刘 立新
(中山大学数学系 , 广东 广州 510275)

摘　要:研究了有限维 Teichm̈uller空间上的拓扑结构 , 证明了有限维 Teichm̈uller空间中一些拓扑结构的相互拓扑等价性。

证明了可以利用黎曼曲面的长度谱定义无穷维 Teichm̈uller空间上的一个度量。

关键词:Teichm̈uller空间;黎曼面;拓扑结构
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Sturm Comparison Theorems for Second Order Neutral

Nonlinear Differential Equations

ZHUANGRong_kun , ZHU Si_ming ,WANG Qi_ru

(Department of Mathematics , Sun Yat_sen University , Guangzhou 510275 , China)

Abstract:Some differential inequalities are established , and the oscillation for the second order neutral nonlinear

differential equations are discussed and some Sturm comparison theorems are obtained.The results generalize some

classical Sturm comparison theorems.
Key words:neutral differential equation;differential inequality;oscillation;Sturm comparison theorem
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