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摘 要 : 广义本原指数的上界和相应的指数集的确定是广义本原指数研究的重要问题
。

给出了围长为 2 的
n

阶

本原有向图的第 无个顶点指数 (
e x
加 ( k ) ) 的上界及相应的指数集

。
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1 主要概念及相关引理

以与有向图相关联的非记忆通讯系统为背景
,

B n l a l d i等 〔’ 了在 1 ,男〕年提出了本原有向图的广义指

数的概念
,

并在计算机科学
、

概率论等数学分支上

得到了应用
。

在广义本原指数的研究中的一个问题

是研究各类本原有向图的广义本原指数的上界和指

数集
,

前人得到了一 些令人满意的结果
。

例如
,

B ur al id 等图及李彬等川研究了对称本原有向图的广

义指数的上界和相应的指数集
。

等等
。

对广义本原指数集研究的另一方面是研究各种

特殊的本原矩阵类的指数集
,

本文主要给出了围长

为 2 的
n
阶本 原有 向图的第 k 个 顶点 指数

( ex p。 ( k )) 的上界及相应的指数集
。

在此
,

先给出

一些主要概念及相关引理
。

定义 1 4j[ 一个有向图 D (允许有环但不能有

重复弧 ) 称为是本原有向图
,

若存在某个正整数 k
,

使 D 中任一点
:
到任一点 y 均有长为无的途径

。

这样

的正整数 k 中的最小者称为是 D 的本原指数
,

记作

y ( D )
。

定义 21
4〕 设 D 是有

n
个顶点 }1

,

2
,

…
,

川 的本

原有向图
, 。 xP 。

i(
,

j) 是这样的最小整数 p :
使对于

任一整数 t ) p
,

从点 i 到点 ,’( 1` i
,

j 簇 n) 都有长

为 t 的途径
。

显然有
:
本原指数 了( e ) : = m ax {

e x p。 ( i
,

j ) }
。

名 ,
J

定义 3下4〕 顶点 i 的
“

点指数
”

为
e x p 。

( i )
: =

ma
x

{
e x p 。

( i
,

j ) }( i

最小整数 p
,

使从点

途径
。

l
,

…
, 。

)
,

即
e x p 。

( i )是这样的

到每一点 j 都有长不小于 p 的

: * ,

经过适当排序后有
:

e x p。

(
: ,

) ` e x p。
( : 2

) 簇 … ( e x p。

(
: 。

)

则称
e x p。 (

: *

) (即 刀中第 无小的点指数 ) 为 。 的第 人

个广义本原指数
,

记作
e xP 。

( k )
。

显然有
: e x p。 ( l ) 毛

e x p。

( 2 ) 落 … 感 e x p。

(
n )

,

特别
, e x p。 (

n ) 就是 。 的本原指数 7 (刀 )
。

定义 护〕 (L G ) 表示有向图 ` 的所有圈的不

同长度所构成的正整数集
,

元
二

}
r , , r Z

}表示 元
二

{
r , , r Z

} c L ( )C 且 ` 中至少有两个长分别为
: . 、 : 2

的圈
。 , 、 。 2

(
: , < : 2

) 使 F (
e l

) c v (
。 2

)
, 。 , 、 。 :

合称

为 ( : , , r Z

) 套圈
。

强连通有向图 ` 的围长是指 ` 中最小圈的长

度
。

引理 少〕 图 ` 为本原的充要条件是
: ` 满足

:

( l ) G 是强连通的 ; ( 2 ) G 的圈长集合 L ( G )
=

1
r l ,

…
,

几 }是互素的
。

定义 6〔, 〕 设 尺 二

{
r :̀ ,

一
r 、

}二 L ( G )
=

{
r , ,

一引 且 gc d( ir , ,

一几 )
= 1

,

其中 (L )G 表示有向

图 ` 的所有圈的不同长度所构成的正整数集
,

` 中

点只 到点只的相应于 R 的广义相对距离心 (只
,

只 )

是 ` 中从尸
`
到只的接触 R 中所有圈长

r :̀ ,

…
, r :̀

(只

要和一个长为
;
的圈有公共点就称接触了数

r
) 的最

短通道的长
。

引理 沙」 若 尸
` 、

只为本原有向图 ` 中任意两

点
,

R =
{ ir , ,

一
, r

洲 二 (L ` )
二

} lr
,

…
,

几 } 且

罗 d (
r ` , ,

一
r“ )

= 1
,

则
e x p `

(只
,

只) 感 d ,
( p

` ,

jP ) +

定义 4闭 若
。
阶本原有向图 D 中顶点

: , ,

…

笋
, ,

于是有

y ( G ) 感 :
,

臀
( 。 ) “ “

( p ` ,

只 )
+
价

:

*
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这里
,

九 是 { ir
, ,

一 几 } 的 F m b e n iu s
数

,

特别地
,

若

R 二
{

a , , a Z
}

,

(
a l , a Z

)
= l

则

协* = (
a , 一 l )

·

(
a : 一 l )

为研究指数集
,

有必要给出
:

定义 7 全体含 (
: l , r Z

) 套圈的
n
阶本原有向

图的指数构成的正整数集合 rE
,

,

。 ( k)
,

称为含 (r
, ,

r Z
) 套圈的

n
阶本原有向图的第 无个广义本原指数

集
,

即 E
r ,

,

。 ( k )
=

} m 任 Z
`

l 存在某个含 (
r , , r Z

)套

圈的
n
阶本原有向图刀

,

使
e x p 。

( k )
二 m }

。

定义 8 全体围长为 2 的
n
阶本原有向图的指

数构成的正整数集合 E Z
( 无)

,

称为围长为 2 的
n
阶

本原有向图的第 k 个广义本原指数集
,

即 E Z
( k)

=

}m 任 Z
+

l 存在某个围长为 2 的
n
阶本原有向图 D

,

使
e x p 。

( 介)
二 m }

。

( 2) 由引理 4 和引理 5 可知
,

存在含 ( 2
, :

) 套圈

的
n
阶本原有向图 ` 。 ,

有

e x p co ( l ) + n 一 l ) e x p co (
n

)

故

由 ( 1 )

e x p (2
, ·

) ( l ) ) e x p co ( 1 ) ) n + r 一 3

、

( 2 )
,

得
e x p (2

, ;
) ( l )

二
n + r

e x p 。
( k ) 簇

e x p 。

( l )
+

( k

一 3
。

从而可得
一 l ) 蕊

n + : 一 3 + ( k 一 l )
二 n + : + k

由引 理 4 知 必 有 一 本 原 有 向图 A

一 4

使 得 当

2 主要结论

首先
,

研究围长为 2 的
n
阶本原有向图的其中

一类本原有向图— 含 ( 2
, ;

)套圈的
n
阶本原有向

图的第 k 个顶点指数 (
e
xP

。
( k ” 的上界及指数集

。

在文〔l〕
、

〔5〕及 [ 7」中
,

分别得到
:

引理 护 〕 若
。
阶本原矩阵 A 所对应的伴随有

向图 e (通 ) 有元
=

}2
, ;

{ c L ( e )
, ;
为奇数

, 厂 ) 3
,

则 y ( A ) 蕊 Z n + ; 一 4
。

引理 4图 若
r
是奇数

,

3 ( r 蕊 n 一 2
,

则存在
n
阶本原矩阵 A

,

其对应的本原有向图 (C A ) 有 ( 2
,

r
) 套圈

,

使 y ( A )
= Z n + ; 一 4

。

引理 5〔
,〕 ex p 。

(无 ) 蕊 vex
。

( 1 ) +
( 无

一 1 )

由此可得以下定理 1
。

定理 1 设 ` 为含 ( 2
, ;

)套圈的
n
阶本原有向

图
, r
是奇数

,

3 鉴 r 感 n 一 2
,

则 ` 的第 k个顶点指数

的最大值
e x p (2

, ;
) ( k ) 为

e x p ( 2
. r

) ( k )
= n + r + k 一 4

证明 ( 1 ) 取 R =
{2

, r
}

,

设
u 、 。

形成 ( 2
, :

) 套

圈上的 2圈
,

( 2
, :

)
二 1

,

则点
“
到 ` 中任一点 w 至多

用长为
n 一 1的路

,

则

①若点 “
到点 w 用长为

n 一 1的路
,

则点
:
必在

(
n 一

l)
一
路上

,

即点
v
到点 * 至多用长为

n 一 2 的

路
,

故
e x p `

( l ) 蕊 dR (
: , 、 )

+ 价( 2
, r

) 感
n + r 一 3

②若点 u
到点 二 用长不大于

n 一 2 的路
,

则
e x p `

( l ) 簇 dR (
u ,
二 )

+ 价( 2
, r

) 蛋
n + r 一 3

结合①
、

②
,

有
e x p ( 2

, ;
) ( l ) 毛

。 + r 一 3
0

3 毛 r 毛 n 一 2 时有
e x p ,

(
n

)
= 7 ( A )

= Z n + : 一 4

于是
e x p ,

(无) 〕 xe p ,

(
n

)
一

(
n 一 k )

= 。 + r + 凡 一 4

从而可得
e x p (2

, :

) ( k ) = n + : + 几 一 4

为了方便表述起见
,

使用如下符号
:

V( D ) 表

示有向图 D 的顶点集
,

E ( D ) 表示有向图 D 的弧之

集
,

i(
,

j) 表示有向图 D 中从顶点 i 到顶点 j 的一条

弧
。

〔i
,

月表示有向图 刀 中顶点 i 与顶点 j 之间的双

向连通边
。

1 簇 i
,

j 毛 n ,

i
,

j 任 +Z
。

引理 6 设
n ,

k 为正整数
, ;
是奇数

,

3 簇 r 簇

{ n / 2 } ( { n / 2 }表不小于
n /2 的最小整数 )

,

则

{ n + k 一 l
, n + k

,

…
, n + k +

一 4 } 〔 E Z
, r

( k )

证明 考察含 ( 2
, :

) 套圈的
n
阶本原有向图

` : ,

V ( C ,
)

=
{ l

,

2
,

…
, n

}
,

君 ( C 」
)
二

{ ( i
,

i 一 l ) 1 3

( i 蕊 n
} U { [ l

,

2」} U {( 1
, r

)
,

( h
, n

) ! r
是奇数

,

3 蕊 : 蕊 { 。 / 2 }
,

3 ( 人蕊 r
}
。

则
; 盛 n 一 人 + l

,

取 元
==

{2
, r

}
,

对 V k 任 V ( G
,

)
,

有

ex p ` ,

( 几) 感 m ax d* ( 几
,

j ) + 势( 2
, r

)
=

心 ( k
, r + l )

+
(

; 一 l )
= n + 无 + : 一 h 一 l

而点 k到点
; 十 1不存在接触尺的且长为 (

n 十 k 一
h)

十 p 的有向通道
,

这里 p 是奇数且 1 ` p 簇 m i n(
n -

h
, r 一 l )

= : 一 1
。

以下记从点 k 到点
; + 1不接触及

二
{2

, :
}的有

向通道长为 中
,

则
:

( 1) 1 毛 无 ( h 一 1时
,

不存在从点 k 到点
: 十 1

的不接触元的有向通道
。

( 2) h ` k 感 厂
时

,

中 = n 十 k 一 h 一 : +
a(

n -

h 十 1 )
, a
为非负整数

。

考察方程
n + k 一 h 一

取 p 二 r 一 2
,

; + a
(

n 一 h + l )
二

(
n + k 一 h ) + p

则
n + k 一 h 一 r + a

(
n 一 h + 1 )

(
n + k 一 h )

+ : 一 2

Z r 一 2
a 二 n 一 h + l ( l )
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若
n 一 h + 1 妻 2r

一 2
,

则

h 蛋 Z r 一 n 一 3 ( 2 )

由 3 鉴 r 蕊 { n / 2 }
,

可得 Z r 一 n 一 3 < 0
,

由 ( 2 )式
,

有

h ( O
,

与已知 3 簇 h ` ;
矛盾

。

所以
n 一 h 十 1 < 2 ; 一 2

,

则 ( l) 式可化为

。 = l + 士

h

h 一 3

+ l
( 3 )

由 3 蕊 r 蕊 { n / 2 }
,

可推得 { n z Z } + 2 眨 n

一
+ 2 `

n 一
;1 又 3 落 h 鉴 : ,

则必有 h < n

一
十 o2 从而有

Z r 一 n + h 一 3 < n 一 h + l
,

由 ( 3 ) 式
, a
不是整数

。

即当 h 毛 k 共 ;
时

,

不存在从点 k 到点
; + l 不接触

元的长为
n + k 十 ; 一 2 一 h 的有向通道

。

( 3 )
r + l 续 无感 n

时
,

中 = k 一
(

r + l )
+ a

(
n

一 h + 1 )
, a
为非负整数

。

考察方程

k 一
(

r + 1 )
+ a

(
n 一 h + 1 )

= n + k 一 h + 夕

令 p

无 一

r 一 2
,

则有
一

1 + a
(

n 一 h + l )
二 n + k 一 h + r 一 2

二r

a = l +
Z r 一 2

n 一 h + l

( 2 ) 的讨论立即可知
a
不是整数

,

即当
r + l ( k

e
即几 ( k )

= 几 + k +

卜 h 一 2

注意到
: 落 h 落 n 一 1

,

得

{
n + 无 + r 一 h 一 2 一 感 h 感 n 一 1 }

=

{无 +

卜 l
,

k + r ,

…
, n + k 一 1 } 二 E Z

, r

( k )

引理 8 设
n ,

k 为正整数
, ;
是奇数

,

3 ` r `

{ n / 2 }
,

则

{k + 2
,

k + 3
,

…
, n + k 一

+ 1 } 9 E Z
, r

( k )

证明 考察含 ( 2
, ;

) 套圈的
n
阶本原有向图

G
3 ,

V ( G 3
)

=
11

,

2
,

…
, n

}
,

E ( 3G )
二

1( i
,

i 一 l ) 1 2

〔 i 蕊 n
} U }( l

,

j ) 1 2 蕊 j 簇 h 一 1
, r ` h 一 续

n 一 1
, r
是奇数

,

3 感 r 簇 { n / 2 } } U } ( 1
, n

) }
。

则 G 3

必含有 ( 2
,

3 ) 套圈
,

取 元
=

! 2
,

3 }
,

对 V k 任 y ( e 3
)

,

有
e x p马 ( k ) 蕊 心 ( k

,

h ) + 价( 2
,

3 )
= n + k 一 h + 2

类似引理 6 的证明
,

可证得
e x p马 ( k )

= 。 + k 一 h + 2

注意到
: 簇 h 一 1 〔 n 一 1

,

得

{
n + 几 一 h + 2 l r 鉴 h 一 1 ` n 一 l }

二

{无 + 2
,

k + 3
,

…
, n + k 一

+ l } 二 E Z ;

( k )

引理 9 设
n ,

k
,

为正整数
, :
是奇数

,

3 ` 厂 鉴

{ n / 2 }
,

则

{3
,

4
,

…
,

人 + 1 } 9 E Z , r

( k )

证明 考察
n
阶本原有向图 久

,

袱认 ) = { 1
,

2
,

…
, n

}
,

E ( G 4
)

=
{( i

,

i 一 1) 1 2 蕊 i 蕊 h } U l ( l
,

j ) r Z 感 j 妄 h } U {〔h
,

尸 ] 一h + 一感 尹 蛋 n
} U l [ 。

,

。 + l ] l h + l ` 。 蕊 n 一 l }
,

其中
,

h 为整数
,

l 疾 h

续 n

一
。

显然
,

G
。

必含 ( 2
, :

)套圈
,

( 2
,

3 )套圈
, r
是

即由

感 n
时

,

不存在从点 k到点
; + 1不接触 元的长为

n

+ k + r ~ h 一 2 的有向通道
。

综合 ( 1 )
、

( 2 )
、

( 3 )可知
,

从点 无到点
r + l 不存在

不接触 元的且长为
n + 无 + ; 一 h 一 2 的有向通道

。

又
,

对 V 。 任 V ( G
J

)
,

l 簇 ? 毛 k
,

显见
:

e x p ` ,

( l ) 感
e x p ` ,

( 2 ) 蕊 … 感

e x p e ,

( k )
= 几 + k + r 一 h 一 l

及对 v
, 任 V ( G

,

) \ { l
,

2
,

…
,

k }
,

有
e x p ` :

( V ) )

n + k + r 一 h 一 l
。

从而有
e x p e l

( k )
= 。 + k +

卜 h 一 1

注意到 3 感 h 感 : ,

得

{
n + 无 + r 一 h 一 1 1 3 蕊 h 鉴 r

}
==

{
n + k 一 l

, n + 无
,

一
, n + 无 + r 一 4 } 〔 君2

, r

( k )

引理 7 设
n ,

k 为正整数
, ;
是奇数

,

3 ( r 续

{ n / 2 }
,

则 } k + ; 一 l
,

k + : ,

…
, n + 无 一 1 } c

E Z
, ,

(介)
。

证明 考察含 ( 2
, ;

) 套圈的
n
阶本原有向图

G Z ,

V ( G Z
)
二

{ 1
,

2
,

…
, n

}
,

E ( G Z
) = { ( i

,

i 一 l ) I h

+ 1 ` i 落 n
} U {〔j

,

j
一 l 〕 1 2 ` j 〔 h { U { ( 1

, r
)

,

( 1
,

h )
,

( l
, n

) }
。

其中
:
是奇数

,

3 感 ; 感 { n zZ }
, r 共

h 蕊 。 一 1
0

取 元
二

}2
, r

{
,

对 v 无任 v ( e Z
)

,

有

ex p气 (左) 落 心 ( k
,

h + 1 ) + 笋( 2
, r

)
=

n + k + r 一 h 一 2

类似引理 6 的证明
,

可证得

奇数
,

3 感

V (仇 )
,

有

· 、

{号}
。

取 “ =
, 2

,

, `
,

对 V “

几 + h
,

l 蛋 k 蛋 h 一 l ;

h + 1
,

k = h ;
l
亡百...̀

一一
e x p c4 ( k )

从而对 V k 任 V( 久 )

+ l ` 无感 n ,

有

h + 2
,

h + 1 蛋 k `
,

必可找到一正整数 h
,

使得 h

1人 + 2 1 2 簇 人 + x 簇 无}
=

{3
,

4
,

…
,

k + l } 二 E Z
, r

( k )

引理 10 设
n 、

左为正整数
,

存在本原有向图

e s ,

y ( `
5

)
=

{ l
,

2
,

…
, 。

}
,

￡ ( e
s

)
二

{ [ i
,

j 〕一i
,

j 任

V ( G S
)

,

i 笋 j }
,

则
e x p气 ( k )

= 2
。

证明略
。

从而可得以下定理 o2

定理 2 设
n 、

k 为正整数
, ;
为奇数

,

3 鉴 r (

{ n / 2 }
,

则

万2
, :

( 无) = {2
,

3
,

…
, n + 秀 + 厂 一 4 }
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证明 由定理 l 知

E Z
, r

( k ) 二 { l
,

2
,

…
, n + k + r 一 4 }

由引理 6 一
引理 10

,

得
:

{2
,

3
,

…
, n + 无 + : 一 4 } c E Z

, ;

( k )

又 由 于 所 考 虑 的 本 原 有 向 周 不 含 环
,

则
1 磷 E Z , ,

( 介)
,

从而有

E Z
, ,

( 无)
=

12
,

3
,

…
, n + k + ; 一 4 }

陈小亘 s[] 得到了
:

引理 n sl[ n( ) 3) 阶围长为 2 的本原有向图

的最小顶点指数的最大值 ex R (
。 ,

l) 是
:
若

n
是奇

数
,

则
e : 仇 ( n

,

l )
= Z n 一 3 : 若

n
是偶数

,

则
e x 几

(
n ,

l )
= Z n 一 4

。

在此
,

进一步得到了围长为 2 的
n
阶本原有向

图的 ex p 。
( k) 的上界及其指数集

。

定理 3 设 D 是围长为 2的
n

阶本原有向图
,

则

n + P 一 h 一 l > 心 ( k
,

h + l )
,

即
e
印

。 .

( , ) >

e x p。 ,

( k )
,

故当 h 盛 k 鉴 。 一 l 时
,

有

e x p 。 :

( k )
二 Z n + k 一 h 一 2

类似地可证得
:

Z n + 无一 h 一 2
,

1 蛋 k 感 h 一 l

2 感 h 簇

n 十 h 二

n + l
+ k 一 l

n + l

k 一 1
,

l 感 k ( h 一 1

k 感 h 感 n 一 1 ;

Z n + k 一 h 一 2
,

h 镬 k 落 n 一 1

.lxeswer,J.es、we

!
一一

、 .2ó

介
Z吸、

`里DPe X

故对第 衣个顶点
,

必可找到一正整数 h
,

使得 2 蛋 h

落 k
,

有
e
却

D I

( k )
= Z n + k 一 h 一 2

即有 {Z n + k 一 h 一 2 一2 蕊 h ` k }
=

{Z n 一 2
,

…

e x p 。
( * ) 、

{
Z n + k 一 4

, n
为奇数

,

Z n + k 一 5
, n
为偶数

Z n + k

或对第

一 4 } c E Z
( k ) ;

k 个顶点
,

必可找到一正整数 h
,

使得 k 盛 h

证阴 由引理 11
,

可以得到

( l ) 当
n
为奇数时

, e x p 。
( l ) ` Z n 一 3

( 2 ) 当
n
为偶数时

, e x p。 ( l ) 蕊 Z n 一 4

故有

一 l 簇 卫

即有

一 2
,

有

( k ) 二 Z n + k 一 h 一 2

+ k 一

3
一 2

,

h 一 2 I k 蕊 h
n + 1

一 且 `
-

-
了

~

+ 、 一 2

}
=

”
` ,

Z n

nn2
勺」

.

1
矛1.̀,
l
矛1.、

e x p刀 ( k ) `

Z n +

e x p 。
( l )

k 一 4
, n

Z n + k 一 5
, n

引理 12 设
n
为奇数

,

k

+ ( k 一 1) 鉴

为奇数
,

为偶数
。

为正整数
,

则有 从而有

{警
一

鲁
,

…
,

2 。 + * 一 4
}

c E Z
( “ )

“
J` J

一
J丛

_
鱼

L 2 2

一 3

}
; : 2 `“ ,

,

…
,

Z n + * 一 4

}
; : 2

(。 )

证明 考察有向图 D l ,

V( D
1

)
二

11
,

2
,

…
,

川
,

刃( 。
,

) = { i
,

￡一 1 ) l 办十 l ( i ` n
} U {[ j

,

j + 1」

1 1 蕊 j ` h
一 l } U l (录

, n
) }

,

其中
,

2 ` h 蛋 n 一 1
,

。 为奇数
。

则 D ,
必是一本原有向图

。

对 D ,

的第 k个

顶点
,

分以下 2 种情形讨论
:

咬

引理 13 设
n
为偶数

,

k 为正整数
,

则

{替
一 3

,

一
,

2 。 十 * 一 6
}
二 : 2

( k )

“
J 一

情形 1 : h 感 k ` n

呷
。 ,

( k ) ` 吸 (春
·

h + l )
+

情形 2 : 1蕊 秀 ` h -

功(2

一 1时
,

= Z n + k 一 h 一 2

证明 考察本原有向图 D Z ,

V( D 2
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,

2
,
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,

n
}

,

E ( D Z
)
二

{( i
,

i 一 l ) ! h + 1 蕊 i 感 n
} U { [j

,

j + 1」1 1 感 j 感 h 一 l } U } ( l
, n 一 1 )

,

( 1
, n

) }
,

其中
,

2 蕊 h ` n 一 1
, n
为偶数

。

类似引理 11 的证明
,

可得
:

weaesesrlwer||Z

…
一一

、 .产,

人
了̀、

1时
,

又有
:

① 当 2 蛋 h `
n + 夏+ k 一 1 时

,

有

e x p。 ,

( k ) 鉴 心 ( k
,
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n 一 1时
,

有

Z n + k 一 h 一 4
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,

2 、 h 、
晋
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n + h 一 k 一 2
,

1 感 k ` h 一 1
,

n
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“
n 簇 n 一 ` ;

Z n + k 一 h 一 4
,

h 感 k ` n 一 l
。

e X p。 。

( k ) 蛋 心 ( k
,

h ) + 笋( 2
, n

)
二 几 + h 一 k 一 1

而当 h 蕊 无鉴 n 一 1时
,

点 k 到点 h + 1不存在长为
。 + 无 一

h(
+

l) + j( 1 簇 j ` 几 一 2, j为奇数 )的有

向途径
。

对 V p > k
,

m ax 心 ( p
,

j )
=
心伽

,

h + l )
=

从而可证得

丁丛
t 2

引理 14

一 ,
,

…
,

Z n + * 一 6

}
; : 2

( * )

设本原有 向图 D ,
为 V( D 3

)
==

11
,

2
,

…
, n

}
,

刃 (。
3

)
=

{ ( i
,

i 一 l ) 一3 鉴 i 感 n
} U { [ l

,

2〕
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以
, n

一 )
,

( 3
, n

) }
,

其中
, n
为偶数

、

k 为正整数
,

则
e X p l) 3

( k )
= Z n + k 一 5

证明略
。

由定理 3 可得

( 1 ) 当
n
为偶数

,

百2

(无) 〔 {2
,

3
,

…
,

Z n + k 一 5 } ;

( 2 ) 当
。
为奇数
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￡ 2
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3
,

…
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Z n + k 一 4 }
。

由定理 2 及引理 12 一 14
,

因 3 岌 r 毛 { n /2 }
,

显

然可得
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( l) 当
n
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有

显然有

3 n 3
e x p 4D 、 1 尹 二

万
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百

一 1
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3
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誓
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号
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卜

{
2
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3
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-
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乙

3
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{2

( 2 ) 当

…
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Z n + k

k 一 5 }

5

}
。

一 5

}
=

仁 E
Z

( k ) ;

{2
,

3
,

…
,

Z n + k 一 4 } c E Z
( k )

由此立即可得定理 4
。

定理 4 设
n ,

k 为正整数
,

2 感 k 〔 n 一 l
,

则有

( l ) 当
n
为奇数时

,

E Z
( k )

==
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,

3
,

…
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Z n + k 一 4 } ;

( 2 ) 当
n
为偶数时

,

E
Z

( k )
=
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,

3
,

…
,

Z n + k 一 5 }
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