
一类可分解的有限群
 

刘晓蕾
1
, 王燕鸣

1, 2

( 1.中山大学数学与计算科学学院, 广东 广州 510275;
2.中山大学岭南学院, 广东 广州 510275)

摘　要:可以分解为 2个子群乘积的有限群是有限群研究的重要课题, 有不少作者进行了这方面的研究, 也得

到了一些重要的结论和应用。目的是继续这方面的研究。通过对某些已有结果及采用的方法的分析, 借助于推

广了的引理, 证明了这些结论在足够弱的条件下仍然成立。特别地, 给出了一个可以分解为 2个子群乘积的有限

群的 2_幂零性 、 可解性 、 超可解性等新的判别条件, 改进了某些相关结果。
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　　本文讨论的群均为有限群 。 π表素数集,

Oπ ( G)表 G的最大正规π_子群, Sn 表示n 级对称

群。

关于可分解的有限群, 即可表为 2个子群乘积

的有限群, 有许多重要的结果
[ 1-5]

。

其中最著名的如Wielandt定理:2个幂零群之

积 如果是一个子群, 则该子群必可解。本文对可分

解群做了进一步的研究, 得出了有限群的 2_幂零

性 、 可解性 、超可解性等新的判别条件, 也改进了

某些已知结果。

1　两个引理

引理 1　设 G1 , G2是群 G的2个子群, 使得 G

=G1G2 。如果 H1 , H2分别是 G1 , G2 的Hall π_子

群, 且H1H2是 G的子群, 则 H1H2是的G的Hall π_

子群而 H1 ∩ H2 是 G1 ∩ G2 的Hall π_子群。

证明　只需证明|G:H1H2|是 π' _数 。

一方面有

|G:H1H2|=
|G|
|H1H2 |

=
|G1G2|
|H1H2|

=

|G1||G2|
|G1 ∩ G2|

|H1 ∩ H2|
|H1||H2|

=

|G1:H1||G2:H2|
|( G1 ∩ G2 ) :(H1 ∩ H2 ) |

根据假设, |G:H1|和|G:H2|是 π′_数。另一方

面,因为

H1 ∩ H2 ≤G1 ∩ G2 ,

|( G1 ∩ G2 ) :( H1 ∩ H2 ) |

是一个整数, 因而|G:H1H2|是 π′_数。

引理2　若 G的Sylow 子群均循环, 则 G超可

解 。

证明　由 [ 6, V, 6.2定理] 及 [ 8, VI, 10.1]

即得。

2　定理及证明

定理 1　设 C, D是群G的2个子群, 使得G =

CD 。假定 G的 Sylow 2_子群是交换的 。如果 C的

Sylow 2_子群循环, 且4不整除D的阶, 那么 G是2_

幂零的 。特别地, G是可解的。

证明　假设定理不真, 而 G是一个极小反例。

设 D 2 ∈ Syl2 (D) , 那么由假设, |D2|=1或 2。如

果|D2|=1, 那么 C的 Sylow 2_子群是G的 Sylow

2_的子群, 因而 G有循环的子群。

据Burnside 定理, 易知 G 是 2_幂零的, 矛盾。

因此|D2|=2。G当然不是2_群 。

假设 G有一个指数为2的子群M,当然 M正规

于 G。

若 D2 不含于 M, 那么 G =MD2 。因为 G 的

Sylow 2_子群交换且有一个循环极大子群, 故 M2 ∈

Syl2 (M ) 循环, 而据 Burnside定理,M 是2_幂零的。
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因|G M|=2, O2′( M) =O2′( G) 是 G的 Hall 2′_

子群, 这意味着 G是2_幂零的, 矛盾 。因此, D2 ≤

M 而|D (D ∩ M) |奇数 。

若 D不含于M, 则G =MD 。但 G M =MD M

 D (D ∩ M) 且|G M|=2, 与上述矛盾 。

假定M ≥D, 则有M =M ∩ G =M ∩ CD =

D( M ∩ C ) 。

M 显然满足定理假设 。根据 G的极小性, 易知

M 是 2_幂零的, 因而同上面一样, 知 G也是 2_幂

零的, 矛盾。

现在设 G 没有指数为 2 的子群 。设 C2 ∈

Syl2 ( C) 。C2 显然是 G 的一个Sylow 2_子群的极大

子群 。D 2 =〈d〉。

则据[ 4, p.127] , d共轭于C2的一个元素 。不失

一般性, 可设D2 ≤C2 。由引理1, C2 =C2D2 是 G

的Sylow 2_子群 。这意味着 G有循环的Sylow 2_子

群, 因而是 2_幂零的, 矛盾 。

定理2　设 M是G的具有素数指数的子群。如

果M的所有Sylow子群均循环,那么 G是超可解的 。

证明 　假设定理不真,而 G是个极小反例。

假设 |G:M |= p 。则 G =MP , 这里 P ∈

Syl p ( G) 。若MG >1, 选 N为G的含于MG的极小正

规子群。因M的Sylow子群均循环, |N|必是素数 。

注意到 G N 满足假设, 由 G 的极小性, G N 超可

解, 因而 G也超可解,矛盾。于是 MG =1。

现考察 G在M的右陪集上的自然作用 。那末 G

 G MG ≤Sp 。这表明p
2
不整除|G|。因而M是p′_

群, |P |=p, 且 G的 Sylow_子群均循环 。据引理

2, 这意味着 G超可解,矛盾。

注记 　本定理改进了[ 5, 第 Ⅸ 章, 引理 4.8] 。

定理3　设 C, D是群G的 2个阶无平方因子的

子群, 使得 G =CD 。那么 G有Sylow 塔性质 。

证明 　假设定理不真,而 G 是个极小反例 。假

设显然商群保持 。因 Sylow 塔群形成一个饱和群系

[ 8, Ⅵ , 7.6] , 故 G 有惟一极小正规子群 N , 且

Υ( G) =1 。

由定理1, G可解, 因此 CG( N ) =N 。根据假

设, |N|=p, 或 p
2
, 其中 p ∈ π( G) 。

令 q =max π( G) 。据[ 9, 第五章, 引理 4.1] ,

p <q 。因 G N =NG( N ) CG( N ) 同构于Aut( N ) 的

一个子群, 故 |G N |||Aut( N ) |, 因而 q ||

Aut( N ) |。

如果|N|=p, 那么 q||Aut( N )|=p-1, 矛

盾于 p <q 。进一步, CG =DG =1。

假设|N|=p
2
, 那么|Gq|||Aut( N ) |=p( p

-1)
2
( p +1) , 这里 Gq ∈ Syl q ( G) 。因而|Gq||( p

+1) 。这表明 q =3, p =2而|G|=12。于是 C或

D 是 6阶的 。这样 C  G 或D  G, 矛盾 。

注记 　本定理改进了[ 5, 第 Ⅸ 章, 引理4.7] 。

定理4　设M是G的指数为素数或素数平方的

子群 。假定 M的 Sylow 2_子群循环 。如果 G中有一

个交换子群 A使得G =MA,那么 G 可解 。

证明 　假设定理不真,而 G是个极小反例 。

由 Burnside定理易知, M 是 2_幂零的 。再由

Feit_Thompson的奇阶定理, M可解。若MG >1, 考察

G MG 。由 G的极小性, G MG可解,因而 G也可解,

矛盾。故MG =1。

因 A交换, 故M ∩ A被A正规化。设M ∩ A >

1。那末

1 <M ∩ A ≤( M ∩ A)
G
=( M ∩ A)

AM
=

(M ∩ A)
M
≤MG

矛盾。于是M ∩ A =1而|G:M|=|A|。这样,由

假设, |A|是一个素数或素数的平方。若 A不是2_

群, 那么M 的 Sylow 2_子群是G的 Sylow 2_子群,

因而循环。但这意味着 G可解, 矛盾 。故|A|等于

2或4。现考察 G在M的由陪集上的自然作用。则 G

 G MG 同构于S4 的一个子群, 从而可解, 又一个

矛盾。

注记 　本定理也改进了[ 5, 第 Ⅸ 章, 引理 4.

8] 。

定理5　设M是可解群G的极大子群, 而 G没

有同态象与 S4 同构。如果M 的 Sylow子群均循环,

且存在一个循环子群 A, 使得 G =MA, 则 G超可

解 。

证明 　假设定理不真, 而 G是个极小反例 。因

超可解群形成饱和群系, G有惟一极小正规子群N 。

因 G可解, N 为素数幂阶的初等交换群。

令|N|=p
n
。当然有 n >1。若MG >1, 则 N

≤MG 。但 M 的Sylow 循环,必有 n =1,矛盾。

设 MG =1。则 G =MN且M ∩ N =1, |N|=

|G:M|。

另一方面, 若M ∩ A >1, 那末

1 <M ∩ A ≤( M ∩ A)
G
=( M ∩ A)

AM
=

(M ∩ A)
M
≤MG

矛盾 。于是 M ∩ A =1。这样|A |=|G:M |=

|N|, 从而 A 是一个循环p_子群。

取Mp ∈ Sylp ( M)满足MpA ∈ Sylp (G) 。因 N是

G的一个正规p_子群, N ≤MpA。但由引理1, MpN

∈ Sylp ( G) 。因此有MpN =MpA。据[ 7, 3.2] , 若 p

>2, 则|N|=p;若 p =2, 则|N|≤4。若|N|
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=p,由 G的极小性, G N超可解, 因而 G超可解,

矛盾 。

假设|N|=4。现考察 G在M 的右陪集上的自

然作用。则 G  G MG同构于S4的一个子群 。但 S4

没有满足假设的真子群 。若 G  S4 , 又矛盾于假

设。因此定理为真。
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Abstract:Factorized finite groups are extensively investigated by many authors and many results are obtained.Our aim

is to continue the investigation.With the help of a lemma improved and other methods, new criteria for a finite group to

be 2_nilpotent, soluble or supersoluble are obtained.Some known results are generalized.
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