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摘　要:合取范式可满足性问题 (简称 SAT 问题)是一个 NP完全问题。引入了一个饱和合取范式的概念 , 利

用饱和合取范式的性质 , 对SAT问题的本质进行了研究。在此基础上 , 证明了一个 SAT 问题有解的充要条件 ,

它为SAT问题完全算法和非完全快速算法的深入研究提供了一条新的思路。
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　　NP完全问题是当代计算机科学中的核心问题

之一 , 现已证明大量重要的计算机科学的理论和应

用问题都归结为求解 NP 完全问题 , 但到目前为

止 , 这一问题还没有得到有效解决 。经过近几十年

来的研究 , 人们普遍认为 NP 完全问题的研究可以

通过对某一特殊的NP 完全问题作深入具体的研究

来进行
[ 1]
。合取范式的可满足性问题(SAT 问题)是

一典型的NP 完全问题 ,对这一典型问题进行深入

的理论分析有助于 NP 完全问题研究的向前发展 。

SAT 问题的研究有完全算法
[ 2]
和不完全快速算法

[ 3]

两个方面 。不管是哪个方面的研究 , 最重要的是要

对SAT 问题的本质有足够的认识。本文将对 SAT

问题的某些本质特征进行深入的分析与研究 , 并给

出一个 SAT 问题有解的充要条件 , 它集中反映了

SAT 问题某些本质特征 , 希望它能为 SAT 问题的完

全算法和不完全快速算法研究的发展有所促进。

1　合取范式可满足性分析

定义 1　布尔变量集 Xn =(x1 , x2 , … , xn)=上

的 k 元子句 c定义为

c = x
1-p

i1
i1 +x

1-p
i2

i2 +…x
1-p

ik
ik (1)

其中 i ∈ (1 ,2 , … , n);i 1 ≠i 2 ≠… ≠ ik ;1 ≤k ≤

n ;p i ∈(0 ,1);x
1
i = xi , x

0
i = x i ,即 x

1
i 和x

0
i 是布尔变

量 xi 的文字 。特别定义0和 1为 0元子句 。

定义 2　布尔变量集 Xn =(x1 , x2 , …xn)上的

合取范式 f 定义为

f =∏
i

ci (2)

其中 ci 是 Xn 上的子句 ,且 ci 在 f 中是惟一的 。特别

当 f 中存在 0元子句 0时 ,称 f 显为零。

定义 3　如果存在(xi1 , xi2 , …xik)=(p i1 , p i2 ,

…pik)使合取范式 f 为真 ,称合取范式 f 是可满足

的 。(xi1 , xi2 , …xik)=(pi1 , pi2 , …pik)称为合取范式

f 的解 。

定理 1　使子句(1)为真的充要条件是(xi1 ,

xi2 , …xik)=(pi1 , pi2 , …p ik)。定理由关系 p
1-p
=0

和(1-p)
1-p
可以得到证明 。

定理2　(xi1 , xi2 , …xik)=(pi1 , pi2 , …pik)为合

取范式 f 解的充要条件是在合取范式 f 中不存在任

何的

x
1-p

i1
i1 +x

1-p
i2

i2 +…x
1-p

ik
ik

字句 , 其中 i ∈ (1 ,2 , … , n),1 ≤k ≤n 。定理由定

理 1可以得到证明 。

定义4　如果 Xn 上的子句 c1 和 c2满足条件

c1 =(c′1 +x
1-p

i
i ), 　c2 =(c′2 +x

p
i
i )

其中 c′1和 c′2 是 Xn_{xi}上的子句;i ∈ (1 ,2 , …,

n),称 c1和 c2是 Xn上的子句对 。Xn_{xi}上的子句

c′1 和 c′2 的或(c′1 +c′2)经过布尔运算使之成为

Xn_{xi}上的子句 c3 ,称 c3为 c1和 c2子句对的生成

子句。

定义5　如果合取范式 f 中的任何子句对的生

成子句都在 f中存在 ,称 f为饱和合取范式 ,记作 fg 。

定理3　布尔变量集 Xn =(x 1 , x2 , …xn)上的

饱和合取范式 fg 可满足的充要条件是饱和合取范

式 f g 不显为零 。

证明 　必要性是显然的 ,如果 fg 显为零 ,则 fg
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≡0 ,自然 fg 是不可满足的。下面用数学归纳法证明

定理的充分性。

(1)当布尔变量数为 n =1时 ,不显为零的饱和

合取范式只有 fg =1 , fg = x
1
1 和 fg = x

0
1 。当 fg =1

时 , f g 有解 x1 =1和0;当 f g =x
1
1时 , fg 有解 x1 =1;

当 fg =x
0
1时 , fg有解x1 =0。所以当布尔变量数为 n

=1时 ,命题成立 。

(2)假设当布尔变量数为 n =s时命题成立。即

布尔变量集 Xs =(x1 , x2 , …xs)上的饱和合取范式

f g 不显为零时 ,饱和合取范式 fg 可满足 。

(3)当布尔变量数为 n = s+1时 ,将布尔变量

集 Xs+1 =(x1 , x2 , …xs , xs+1)上的饱和合取范式 f g

表示为

fg = f′g · f″g

其中 , fg是由f g中所有不含变量 xs+1的子句组成 ,而

f″g 是由 fg 中所有含变量 xs+1 的子句组成。

由于 fg 是饱和合取范式 ,所以 f g所有子句对的

生成子句在 f g 中都存在 ,而不含变量 xs+1 的子句对

的生成子句一定不含变量 xs+1 ,所以 f′g的所有子句

对的生成子句在 f′g中都存在 ,即 f′g是饱和合取范

式。由于 fg不显为零 ,所以 f′g也不显为零 ,即 f′g是

不显为零的布尔变量集 Xs =(x1 , x2 , …xs)上的饱

和合取范式。根据归纳假设 , f′g 是可满足的。

设 f′g 有解(x1 , x2 , …xs)=(p1 , p2 , … ,p s),根

据定理2 ,在饱和合取范式 f′g 中不存在任何

x
1-p

i1
i1 +x

1-p
i2

i2 +…x
1-p

i r
ir

的子句 , 其中 i ∈ (1 ,2 , … , s)和 1 ≤r ≤ s。

f ″g是由f g中所有含变量xs+1的子句组成 ,也就

是在 f″g 中的子句具有如下的形式 :

x
1-p′

i1
i1 +x

1-p′
i2

i2 +…x
1-p′

i r′
ir′ +x

1-p′
s+1

s+1

其中 i ∈ (1 ,2 , …, s),1 ≤r′≤ s , p′∈(0 ,1)。因此

可以将 f″g 中的子句划分为如下 4类:

①第一类为(p′1 , p′2 , …, p′s , p′s+1)≠(p1 , p2 ,

…, ps ,0)的子句 x
1-p′

i1
i1 +x

1-p′
i2

i2 +…x
1-p′

ir′
ir′ +x

1
s+1

　　②第二类为(p′1 , p′2 , …, p′s , p′s+1)≠(p1 , p2 ,

…, ps ,1)的子句 x
1-p′

i1
i1 +x

1-p′
i2

i2 +…x
1-p′

ir′
ir′ +x

0
s+1

③第三类为(p′1 , p′2 , …, p′s , p′s+1)=(p1 , p2 ,

…, ps ,0)的子句 x
1-p′

i1
i1 +x

1-p′
i2

i2 +…x
1-p

ir″
ir″ +x

1
s+1

④第四类为(p′1 , p′2 , …, p′s , p′s+1)=(p1 , p2 ,

…, ps ,1)的子句 x
1-p

i1
i1 +x

1-p
i2

i2 +…x
1-p

ir″
ir″ +x

0
s+1

分析第一和第二类子句 ,由于至少有一个 p′i ≠

pi(i ≠ s +1), 因此对于

(x1 , x2 , …, xs , xs+1)=(p1 , p2 , …, ps , ps+1)

在子句中至少有一个文字

x
1-p′

i
i =p

1-p′
i

i =

1
1

pi =1 , p′i =0

0
0

pi =0 , p′i =1
　=1　　i ≠ s+1

所以第一和第二类子句对于

(x1 , x2 , … , xs , xs+1)=(p1 ,p2 , … , ps , p s+1)

不管 p s+1 =0还是 ps+1 =1都是可满足的

对于第三类子句 , 由于在子句中 , 当 xs+1 =1

时 ,文字 x
1
s+1 =1

1
=1 , 所以对于

(x1 , x2 , … , xs , xs+1)=(p1 , p2 , … ,p s ,1)

这些子句是可满足的。

对于第四类子句 , 由于在子句中 , 当 xs+1 =0

时 ,文字 x
0
s+1 =0

0
=1 , 所以对于

(x1 , x2 , … , xs , xs+1)=(p1 , p2 , … ,p s ,0)

这些子句是可满足的。

因此对于

(x1 , x2 , … , xs , xs+1)=(p1 ,p2 , … , ps , p s+1)

f″g 中的第一类和第二类子句总是可满足的 ,不管

ps+1 =0还是 ps+1 =1。f″g 中的第三类子句要被满

足 ,则要求 p s=1 =1 ,而 f″g 中的第四类子句要被满

足 ,则要求 p s+1 =0。可以看出 , f″g 中的第一类和第

二类子句不管存在与否都不影响 f″g 的可满足性。

当 f″g 中不存在第三类子句时 ,取 ps+1 =1 , f″g 是可

满足的 。当 f″g 中不存在第四类子句时 ,取 ps+1 =1 ,

f″g 是可满足的 。当 f″g 中既存在第三类子句 ,又存

在第四类子句时 ,不管 p s+1 取什么值 , f″g 都是不可

满足的 ,但这种情况是不存在的 ,证明如下 。

当 f″g 中既存在第三类子句又存在第四类子句

时 ,因为第三类子句中的任何一个子句与第四类子

句中的任何一个子句构成一子句对 ,不失一般性 ,假

设在 f″g 中存在以下两个子句。

第三类子句 　 x
1-p

i1
i1 +x

1-p
i2

i2 +…x
1-p

i r″
ir″ +x

1
s+1

第四类子句 　 x
1-p

i1
i1 +x

1-p
i2

i2 +…x
1-p

i r″
ir″ +x

0
s+1

是一子句对 。由于这一子句对也是 fg 的子句对 。而

fg 是饱和合取范式 ,因此该子句对的生成子句在 fg

中一定存在 。但是 , 这一子句对的生成子句为

x
1-p

j1
j1 +x

1-p
j2

j2 +…x
1-p

jr
jr

其中 j ∈ (1 ,2 , …, s),0 ≤r ≤s ,它是不含文 xs+1字

的子句 ,它一定存在于 f′g 中 , 根据定理2 ,

(x1 , x2 , … , xs)=(p1 ,p2 , … , ps)

不被 f′g 满足 ,这与归纳假设矛盾 ,所以 f″g 中同时

存在第三类子句和第四类子句的情况是不存在的。

综合上述分析 , 对于
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(x1 , x2 , …, xs , xx+1)=(p1 , p2 , … , ps ,p s+1),

存在一个 ps+1 ∈ (0 ,1),使 f″g可满足。由于 f′g是不

含 xs+1文字的子句构成的 ,根据假设 ,不管 ps+1取什

么值 ,它都能使 f′g可满足。所以 fg =f′g ·f″g是可

满足的 ,命题成立。

3　合取范式可满足的充要条件

定理4　对于 Xn =(x1 , x2 , …, xn)上的任一合

取范式 f ,存在 Xn上的饱和合取范式 fg 与 f恒等 ,并

称 fg 为 f 的饱和合取范式。

证明 　首先定义一合取范式的迭代变换 L为:

(1)在第 k 代合取范式 f
(k)
中取出所有子句对 ,

并求出这些子句对的生成子句;

(2)将所有在 f
(k)
中不存在的生成子句与 f

(k)

相与构造第 k +1代合取范式 f
(k+1)
,既迭代方程为

f
(k+1)

=Lf
(k)
。当 f

(k+1)
的子句与 f

(k)
完全相同时 ,不

难看出 f
(k)
就是饱和合取范式。设 f

(k)
的子句对 c1

和 c2 的生成子句为 c , 由子句对和子句对的生成

子句定义以及布尔恒等变换有

c1 c2 ≡(c′1 +x
1-p

i
i )(c′1 +x

1-p
i

i )≡

(c′1 +x
1-p

i
i )(c′1 +x

1-p
i

i )(c′1 +c′1)≡ c1c2 c

因此不难看出 f
(k+1)

恒等于 f
(k)
,即迭代变换 L 是恒

等变换 。另外如果 f
(k)
不是饱和合取范式 ,则 f

(k+1)

的子句数至少比 f
(k)
的子句数多一个 ,所以迭代变

换 L 过程是子句数不断增加的过程。由于布尔变量

集 Xn =(x1 , x2 , … , xn)上的子句总数为3
n
+1个是

个有限数 ,所以布尔变量集 Xn =(x1 , x2 , … , xn)上

的任何合取范式 f 经过某m 有限次L 迭代变换一定

会饱和。即存在m使 f
(m)
=L

(m)
f
(m)
。令 fg =f

(m)
,则

f g是一饱和合取范式 ,由于迭代变换L 是恒等变换 ,

所以有 fg ≡ f ,即命题成立 。

定理5　布尔变量集 Xn =(x1 , x2 , … , xn)上的

合取范式 f 可满足的充要条件是 f 的饱和合取范式

fg 不显为零 。

证明 　根据定理3 ,合取范式 f存在恒等于f的

饱和合取范式 f g ,而根据定理 4 , f g 可满足的充要条

件是f g不显为零 ,所以 f可满足的充要条件是f的饱

和合取范式 fg 不显为零命题成立。

4　结论和讨论

合取范式可满足性问题的解决 , 第一是要寻找

一个能反映问题本质的判定准则 , 第二是要寻找一

个有效的判定方法 。定理 5提出了一个能很好反映

合取范式可满足性问题本质的判定准则 , 而定理 4

指出了合取范式可满足性问题的判定方法 , 即对合

取范式可满足性问题的判定 , 就是求合取范式的饱

和合取范式的问题 。定理 4还提出了一种求合取范

式的饱和合取范式的方法 , 但定理 4是一个合取范

式的饱和合取范式存在定理 , 它并没有限定求合取

范式的饱和合取范式只有一种方法 , 而是为合取范

式可满足性问题的判定指明了一个方向。可以说合

取范式可满足性问题的复杂性 , 也就是求合取范式

的饱和合取范式的复杂性 , 这也为合取范式可满足

性问题复杂性的分析提供了一条新的思路 。由定理

4和定理 5不难看出 , 有很大一部分合取范式可满

足性问题的复杂性可断定是多项式的 , 限于篇幅 ,

有关时间和空间复杂性的问题另文再分析 。
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A Sufficient and Necessary Condition for Sat Problem

YU Feng_ren , QIU Hai_ming

(Department of Electronics and Communication Engineering ,Sun Yat_sen University Guangzhou 510275 ,China)

Abstract:The satisfiability problem of conjunction normal form(abbreviate SAT problem)is an NP_complete problem.

An new concept of saturated conjunctive normal form is introduced and the nature of SAT problem is studied for utilizing

the characteristic of saturated conjunctive normal form.Based on the sufficient and necessary condition for SAT problem ,

a new idea is provided for further study of the complete algorithm and non_complete fast algorithm of SAT problem.
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