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摘　要:研究了一类具有非线性捕食—被捕食反应扩散系统奇摄动问题。在适当的条件下, 利用微分不等式理

论, 讨论了问题解的渐近性态。
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　　非线性奇摄动问题是国际上应用数学界十分活

跃的研究对象
[ 1, 2]
。近 10年来许多学者作了大量的

工作
[ 2-4]

。本文将利用一个特殊的方法来研究生物

数学中的一类反应扩散系统。

现讨论如下非线性捕食—被捕食系统
[ 5]
:

ε
 u1

 t
-Lu1 =u1 f 1 ( λ1 -r11 u1 -r 12 u2 ) ,

( t , x) ∈ ( 0, T] ×Ψ ( 1)

ε
 u2

 t
-Lu2 =u2 f 2 (-λ2 +r21 u1 ) ,

( t , x) ∈ ( 0, T] ×Ψ ( 2)

u i =gi ( x) , x ∈  Ψ, i =1, 2 ( 3)

u i =h i ( x) , t =0, i =1, 2 ( 4)

其中, ε为小参数, 它意味着是大扩散系数的情形,

u1 和 u2 分别表示被捕食和捕食者数, λi , rij 为正常

数, λ1 为被捕食者的实际增长率, λ2 为捕食者的死

亡率, rij 分别为被捕食者和捕食者的密度系数, 方

程( 1) , ( 2) 的右端为反应项, 它描述被捕食和捕食

的数理生态系统, 问题( 1) -( 4) 的捕食 —被捕食

系统是一类扩散的种群相互的增长关系, L 为一致

椭圆型算子, x ≡( x1 , x2 , …, xn ) ∈ Ψ, Ψ表示在R
n

中的一个有界凸域,  Ψ为Ψ的光滑边界,它为 C
1+α

类( α∈ ( 0, 1) 为Hö lder指数) 。本文将构造问题解的

渐近展开式并讨论其渐近性态 。假设:

( 1) L的系数, g i >0和 hi >0为关于其变量在

相应的变化区域内为Hölder连续的, 且在 x ∈ Ψ上

g i ( x) =hi ( x) , i =1, 2。

( 2) fi ( y ) 为连续可微,且存在常数 k 1和 k 2 , 使

得 f1 y ( y) ≥ k 1 >0, f 2 (-λ2 ) ≤ k2 <0。

现在来构造问题( 1) -( 4) 解的形式渐近展开

式 。由于退化问题为

-Lu1 =u1 f 1 (λ1 -r 11 u1 -r12 u2 ) , x ∈ Ψ( 5)

-Lu2 =u2 f2 (-λ2 +r 21 u1 ) , x ∈ Ψ ( 6)

ui =g i ( x ) , x ∈  Ψ, i =1, 2 ( 7)

　　再设问题( 5) -( 7) 的一个正解( U1 , U2 ) 。但是

( U1 , U2 ) 未必满足初始条件( 4) ,为此需构造初始层

校正项( V1 , V2 ) 。引入伸长变量
[ 1]
:τ= t ε。

考虑抛物型系统初始边值问题:

 V1

 τ
-LV1 =0 ( 9)

 V2

 τ
-LV2 =0 ( 10)

Vi (τ, x ) =0, x ∈  Ψ, i =1, 2 ( 11)

Vi ( 0, x) =h i ( x ) -Ui ( x) ,

τ=0, i =1, 2 ( 12)

　　不难看出, 线性问题( 9) -( 12)存在一个具有

初始层性态的正解 ( V1 , V2 ) 。现在来证明

ui ( t, x) =Ui ( x) +Vi ( t ε, x ) +O( ε) ,

0 <ε<<1, i =1, 2 ( 13)

　　定理　在假设( 1) , ( 2)下, 非线性捕食 —被捕

食反应扩散系统奇摄动问题( 1) -( 4)存在一组解

( u1 , u2 ) , 并成立一致有效的渐近展开式 ( 13) 。

证明　首先构造辅助函数 αi 和 βi :

αi =Ui +Vi -δiε, i =1, 2,

βi =Ui +Vi +δiε, i =1, 2 ( 14)

其中, δi 为足够大的正常数。显然,

αi ≤βi , ( t , x ) ∈ [ 0, T] ×( Ψ+ Ψ) ,

i =1, 2 ( 15)
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且在 x ∈  Ψ上,存在正常数 Mi1 , i =1, 2, 使得

αi |x ∈  Ψ=[ Ui +Vi -δiε] x ∈  Ψ =

gi ( x) |x ∈  Ψ+Mi1ε-δiε, i =1, 2

于是选取 δi ≥Mil , 我们有

αi |x ∈  Ψ ≤g i ( x) |x ∈ Ψ, i =1, 2 ( 16)

同理可得

βi |x ∈  Ψ≥g i ( x) |x∈  Ψ, i =1, 2 ( 17)

αi ( 0, x) ≤h i ( x ) ≤βi ( 0, x) , i =1, 2 ( 18)

现证

ε
 α1
 t
-Lα1 -α1 f1 ( λ1 -r11α1 -r12α2 ) ≤0,

i =1, 2 ( 19)

ε
 α2
 t
-Lα2 -α2 f 2 (-λ2 +r21α1 ) ≤0,

i =1, 2 ( 20)

ε
 β1
 t
-Lβ1 -β1 f1 ( λ1 -r11 β1 -r12 β2 ) ≥0,

i =1, 2 ( 21)

ε
 β2
 t -Lβ2 -β2 f2 (-λ2 +r 21 β1 ) ≥0,

i =1, 2 ( 22)

由中值定理, 存在正常数 M12 , 使得

ε
 α1
 t
-Lα1 -α1 f 1 (λ1 -r 11α1 -r 12α2 ) =

[ -LU1 -U1 f 1 ( λ1 -r 11U1 -r12U2 ) ] +

 V1

 t
-L ( V1 ) +[ U1 f1 ( λ1 -r11U1 -r12U2 ) -

(U1 +V1 -δ1ε) f 1 (λ1 -r11 ( U1 +V1 -δ1ε) -

r 12 ( U2 +V2 -δ2ε) ) ] ≤

-U1[ f 1y ( ＊) ] ( r 11δ1 +r12δ2 )ε+

f 1 (λ1 -r 11 ( U1 +V1 -δ1ε) -

r12 (U2 +V2 -δ2ε) ] δ1ε+M12ε

其中, “ ＊” 表示在相应自变量范围内的某值。由

假设及选取 δi 足够地大, 可证明不等式( 19) 。同理

可分别证不等式( 20) -( 22) 。于是由( 15) -( 22) ,存

在问题( 1) -( 4) 的解( u1 , u2 ) 且成立 αi ( t , x , ε) ≤

u i ( t , x , ε) ≤βi ( t, x, ε) ( i =1, 2) 。再由( 14) 式,便

得到结果( 13) 。定理证毕。
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