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摘　要:对一类随机环境中的高维 ( Zd , d ≥2 ) 随机游动进行了研究, 得出了该模型常返性的一个必要条件:

E log
ω( x, ei )
ω( x , - ei )

=0, i =1, …, d。然后在Kalikow 0-1律的基础上, 讨论了该模型的更新结构, 得出了一个对于

Xn n 的大数定律。
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　　随机环境中的高维随机游动最先是由

Kalikow
[ 1]
提出的, 他给出这了模型非常返 lim l.X

※+∞的一个充分条件, 提出了一个 0-1律, 并

且还在文章中提到了环境中的高维随机游动是否具

有常返性等几个开问题, 这些问题至今还没有很好

解决 。在以后关于随机环境中的高维随机游动的研

究中, Durrett
[ 2]
作了比较好的工作, 他对可逆环境

中的高维随机游动, d <∞的情形提出了一个常返

性准则和 Xn ～ ( log n)
2
的极限准则 。可惜他的可

逆环境, 并不是独立环境 。连 Solomon
[ 3]
提出的大

数定律这些极限理论, 在高维情形都没有解决, 因

而独立环境中的高维的结果比一维情形
[ 3-6]
要少得

多。本文对随机环境中的高维紧邻随机游动进行了

研究, 首先利用比较定理得到该过程常返的一个必

要条件, 然后在 Kalikow
[ 1]
的 0-1律的基础上, 利

用随机过程中的更新理论, 得出了该过程在非常返

性的情形下的一个大数定律。

1　常返性的一个必要条件

ω是Z
d
上的一个测度,且 ω={ω( x, ·) , x ∈

Z
d
, ∑

d

i=1
[ ω( x, ei ) +ω( x, -ei ) ] =1}。其中 0 ≤

ω( x, ±ei ) ≤1, ei =1, i =1, …, d 。

定义 1　若{ω( x , ·)}是 ω上 i.i.d.随机矢量,

具有相同的分布 μ, 固定环境 ω, ( Xn ) n≥ 0 是( Z
d
)
N

上的马氏链,其状态空间为 Z
d
,其转移概率为

Px, ω[ Xn+1 =Xn ±e|X1 , …, Xn ] =ω( Xn , ±e) ,

n ≥0, e ∈ Z
d
, |e|=1, Px, ω[ X0 = x] =1

　　令 P =μ
 Zd

,则在 Ψ×( Z
d
)
N
, Px =P ×Px, ω。

其中, Px, ω也通常称为“淬灭概率”( quenched law) ,

Px 称为 “缓冷概率” ( annealed law) 。

定理 1　对于上述过程 ( Xn ) n ≥0常返的一个

必要条件:

E log
ω( x, ei )
ω( x, -ei )

=0, i =1, …, d

　　证明 　注意一个比较定理:若  α( x , y) ≤

α( x, y) 对所有的 x, y 成立, 则若 α常返一定有 α常

返,若  α瞬时一定有α瞬时。令

 α( x, y ) =
α( x, y ) 如果 y = x ±ei

0 其它情形

　　显然 α( x, y ) 是可以看作一维的随机游动, 可

以根 据 Key 定 理 22 ( p531 ) 有:若 E log

ω( x , ei )
ω( x, -ei )

≠0时,  α是瞬时的, 由比较定理可得定

理 1。

注　该定理可推广到带逗留状态的随机环境中

的高维随机游动。

2　更新结构

下面对在某个 l “方向” 瞬时的随机环境中的

随机游动进行研究 。注意几个符号。

U ∈ Z
d
, 定义过程 X 离开和进入U 的时间

TU =inf{n ≥0, Xn  U},

HU =inf{n ≥0, Xn ∈ U}
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l为Z
d
上的实值线性函数 。对 l ∈ R

d
 {0}, 令

B l ={lim
n
l.Xn =+∞}∪

{lim
n
l.Xn =-∞}

Cl ={存在一个 N , 当 n ≥N 时,

l.Xn 保持相同的符号}

　　引理 1　对 l ∈ R
d
 {0}, P0 ( B l ) =0或 1 。

证明　由 Kalikow
[ 1]
可知,

P0 ( Cl ) =0 或 1

令M >0, 以下证明

{l.Xn ∈ [ 0, M] , i.o.} {l.Xn <0, i.o.}( 1)

选择充分大的 N和常数 c >0, 使得

Px, ω[ H{z;l.z<0}≤N ] ≥c 对

ω∈ Ψ, x ∈ {z;0 ≤ l.z ≤M}

定义一些返回的时间

V0 =0, V1 =H{z;0≤l.z≤M}≤ ∞

Vk+1 =V1 θV
k
+N +Vk +N ≤∞, k ≥1

对 k ≥1, 定义

IG
k
= I{V

k
<∞},

IH
k
= I{H

{z:l.z≤N}
} θV

k

显然有 Gk ∈ FV
k
, Hk ∈ FV

k+1
。由强马氏性和 P 积分

有 P0 [ Hk |FV
k
] ≥ cIG

k
, k ≥1。

根据 Borel_Cantelli第 2引理有

∑
k≥1

IH
k
=∞在{∑

k≥1
IG

k
=∞}

这就证明了式 ( 1 ) 。注意到 B l  Cl , 所以若

P0 ( Cl ) =0,则 P0 ( B l ) =0。另一方面若 P0 ( Cl ) =

1, 注意到式( 1) 有

P0 [{l.Xn >0 对充分大的 n}∩

{l.Xn ∈ [ 0, M] , i.o.}] =0

同样地对于 l.Xn 为负的情形, 因此

P0 [ Cl ∩ {l.Xn ∈ [ -M ,M] , i.o.}] =0

因此有 P0 ( B l ) =1。

本文假定沿 l过程X是瞬时的,即 P 0 ( B l ) =1。

更进一步假定

P0 ( Al ) >0, Al ={lim
n
l ·Xn =+∞} ( 2)

　　考虑 ( Fn ) 停时

Tu =inf{n ≥0, l.Xn ≥u, u ∈ R}

D =inf{n ≥0, l.Xn < l.X0}

和3个停时序列, {Sk , k ≥0},{Rk ≥1},{Mk , k ≥

0}。

S0 =0, M0 = l.X0 ,

S1 =TM
0
+a ≤∞, R1 =D θS

1
+S1 ≤∞,

M1 = sup{l.Xm , 0 ≤m ≤R 1}≤∞,

……

Sk+1 =TM
k
+a ≤∞,

Rk+1 =D  θS
k+1
+Sk+1 ≤∞,

Mk+1 =sup{l.Xm, 0 ≤m ≤Rk+1}≤∞

　　于是有

0 =S0 ≤S1 ≤R 1 ≤S2 ≤… ≤∞

　　定义

K =inf{k ≥1, Sk <∞, Rk =∞}≤∞

τ1 =SK ≤∞

　　引理2　假设条件 ( 1) 成立, 则有

P0 (D =∞) >0,

A l ={K <∞}={τ1 <∞}, P0 -a.s.

　　证明　用反证法 。假定 P0 [ D =∞] =0。则对

所有的 x ∈ Z
d
, Px (D <∞) =1, 对几乎所有的 ω,

有

Px, ω[ D <∞] =1

运用强马氏性有

lim
n
l ·Xn ≤0, P0 -a.s.

这与条件 ( 2) 矛盾 。

下面来证明第 2个等式。先证第 1个部分 。注

意到

{K <∞} {lim
n
l ·Xn =-∞}

c

由前面假设 P0 ( B l ) =1。有

{K <∞} {lim
n
l ·Xn =+∞}=Al

注意到

P0 [ Rk <∞] =

E[ E0, ω[ Sk <∞, PX
S
k

, ω[ D <∞] ] ] =

∑
x∈ Zd

E{P0, ω[ Sk <∞, XS
k
= x] Px, ω[ D <∞]}

由于 P 0, ω[ Sk <∞, XS
k
= x] 是 σ( ω( y , ·) ;l.y <

l.x ) 可测的,而 Px, ω[ D <∞] 是 σ( ω( y, ·) ;l.y >

l.x) 可测的, 因此它们互相独立。上述的等式等

价于

∑
x∈ Zd

P0[ Sk <∞, XS
k
= x] P0 [ D <∞] =

P0 [ Sk <∞, XS
k
= x] P0[ D <∞] ≤

P0[ Rk-1 <∞] P0 [ D <∞]

由递推可得

P0 ( Rk <∞) ≤( P0 ( D ≤∞) )
k
, k ≥1

因此有

inf{k ≥1, Rk =∞}<∞, P0 -a.s. ( 3)

另一方面

在 A l 上, Rk-1 < ∞隐含 Sk < ∞, k ≥1
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结合 ( 3) 式可知

{K <∞} {lim
n
l·Xn =+∞}=Al

故第 1个等式成立, 类似地可证第 2个等式 。

定义一个 σ-代数 。G1 =σ( τ1 , ( Xk ∧ τ
1
) k≥0 ,

( ω( y, ·) ) l.y<l.τ
1
) 。G1 可以由以下的集合来生成:

{τ1 = k}∩{Xτ
1
= x}∩ A

其中, A ∈ σ( ω( y , ·) , l.y < l.x )  Fk , k ≥1, x

∈ Z
d
和{τ1 =∞}∩ A,其中 A ∈ σ( ω( y , ·) , y ∈

Z
d
)  F∞。定义其上的概率测度 Q0 (·)

Q0 (·) =P0 (·|τ1 <∞) =P0 (·|Al )

　　引理 3　

Q0[ ( Xτ
1
+n -Xτ

1
) n ≥0 ∈·,

( ω( Xτ
1
+y, ·) ) l.y≥0 ∈·|G1] =

P 0[ ( Xn ) n≥0 ∈·, ( ω( y , ·) ) l.y≥0 ∈·|D =∞]

　　证明　设 f , g, h 是有界函数, 分别为 σ( Xn , n

≥0) , σ( ω( y , ·) , l.y ≥0)和 G1可测的。t x , x ∈ Z
d

是 Z
d
上的一个推移。则

P0 (τ1 <∞) E
Q
0 ( f ( Xτ

1
+· -Xτ

1
) g tX

τ
1

h) =

∑
k≥1

E0[ f( Xτ
1
+· -Xτ

1
) g tX

τ
1

h, Sk <∞, Rk =∞] =

∑
k≥1, x

E0[ f ( Xτ
1
+· -x) g txh,

XS
k
= x, Sk <∞, Rk =∞]

注意到事件{Xτ
1
= x} {τ1 =Sk}, 可以找到一个

σ( ω( y , ·) , l.y < l.x)  FS
k
可测的随机变量hx, k

使得上式等于

∑
k≥1, x

E{E0, ω[ f ( Xτ
1
+· -x) hx, k , XS

k
=

x, Sk <∞, D  θS
k
=∞] g t x}

运用在 Sk 时的强马氏性可得

∑
k≥1, x

E{E0, ω[ hx, k , XS
k
= x, Sk <∞]

Ex, ω( f ( X·-x) , D =∞) g t x}

注意到

E0, ω[ hx, k , XS
k
= x, Sk <∞]

是 σ( ω( y , ·) , l.y < l.x) 可测的, 而 Ex, ω( f ( X ·-

x) , D =∞) g tx 是σ( ω( y, ·) , l.y ≥ l.x ) 可测

的。因此它们关于 P 是独立的, 有

∑
k≥1, x

E0[ hx, k , XS
k
= x , Sk <∞] E0 ( fg, D =∞)

E0 ( fg|D =∞) ∑
k≥1, x

E0[ hx, k , XS
k
= x , Sk <∞]

P 0 (D =∞) =

E0 ( fg |D =∞) P0 (τ1 <∞) E
Q
0 ) ( h)

　　引理得证。

在{τ1 <∞}上定义一个递增的停时序列τ1 ≤

τ2 ≤…, 其中

τ2 =τ1 ( X) +τ1 ( Xτ
1
+· -Xτ

1
)

……

τk+1 =τ1 ( X ) +τk ( Xτ
1
+· -Xτ

1
)

注意到{τk <∞}={τ1 < ∞}=Al 　P0 -a.s.

引入一个 σ域

Gk =σ( τ1 , …, τk , ( Xn∧τ
k
) n ≥0 , ( ω( y, ·) ) l.y<l.X

τ
k

)

　　引理4　对 k ≥1

Q0[ ( Xτ
k
+n -Xτ

k
) n≥0 ∈·,

( ω( Xτ
k
+y, ·) )

l.y≥0
∈·|Gk ] =

P0 [ ( Xn ) n≥0 ∈·, ( ω( y , ·) ) l.y≥0 ∈·|D =∞]

　　证明　证明可用递推法, 然后利用引理 3马上

可得。

引理5　在 Q0 下, ( Xτ
1
, τ1 ) , ( Xτ

2
-Xτ

1
, τ2 -

τ1 ) , …, ( Xτ
k+1
-Xτ

k
, τk+1 -τk ) , …,是独立的随机变

量,并且( Xτ
2
-Xτ

1
, τ2-τ1 ) , …, ( Xτ

k+1
-Xτ

k
, τk+1 -

τk ) , …,在 P0 (·|D =∞) 下与( Xτ
1
, τ1 ) 同分布 。

证明　这显然是引理 4的直接推论 。

注　由引理 5可知过程 X 的更新结构。

3　一个大数定理

定理2　对于上述过程 ( Xn ) n≥0 , 满足条件( 2) ,

且

E0 [ τ1|D =∞] <∞

则

E0[|Xτ
1
||D =∞] <∞,

Xn

n
※

E0 [ Xτ
1
|D =∞]

E0 [ τ1|D = ∞]
　Q0　a.s.

　　证明　因为|Xτ
1
|≤τ1　Q0 -a.s, 所以很快

就得到了第 1个结论。

下证第 2个结论。由引理 5和强大数定理可知

τk
k
※E0[ τ1|D =∞] ,

Xτ
k

k
※E0 [ Xτ

1
|D =∞] 　Q0 -a.s. ( 4)

　　定义一列递增数列 kn←∞, n ≥0 Q0 -a.s.,

使得

τk
n
≤n ≤τk

n
+1

不等式两边同时由 kn 去除, 利用条件 ( 4) 可得

kn
n
※

1
E0[ τ1|D =∞]

( 5)
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又

Xn

n
=
Xτ

k
n

n
+
Xn -Xτ

k
n

n
( 6)

由 ( 4) , ( 5) 式得

Xτ
k
n

n
=
Xτ

k
n

kn

kn
n

n ※ ∞

E0 [ Xτ
1
|D =∞]

E0 [ τ1|D = ∞]
　Q0 -a.s.

再由 ( 4) 式有

|Xn -Xτ
k
n

|

n
≤
τk

n
+1 -τk

n

n
=

τk
n
+1

kn +1

kn +1
n
-
τk

n

kn

kn
n
※0

Q0 -a.s.

再由 ( 6) 式可得定理 2。
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A Class of Multi_dimensional Random Walks in Random Environments
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Abstract:A class of random walks on Z
d

, d ≥2, in random envrionments is described and analyzed.A necessary

condition of recurrence ( E log
ω( x, ei )
ω( x , -ei )

=0, i =1, …, d) is obtained.Using Kalikows 0-1 law, the renewal

structure of the model is discussed and the law of large numbers for Xn n is derived.

Key words:multi_dimensional random walk;random environment;recurrence;strong law of large numbers
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