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摘　要:通过 Riccati变换 , 讨论了二阶时标非线性动力系统(R(t)xΔ(t))Δ+Q(t)F(x(t))=0 , t ∈ T, 的一些

新的振动准则 , 得出了系统振动的几个充分条件;并在文末举例说明了得到的结论是对原有结果的推广。
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1　研究背景

考虑定义在时标 (Time scales)T上的二阶时标动力系统:

(R(t)x
Δ
(t))

Δ
+Q(t)F(x(t))=0 , 　t ∈ T (1)

其中自变量 t在时标 T中取值。时标最初是由StefanHilger
[ 1]
提出的 , 目的是把连续和离散统一起来进行讨

论 , 并在此基础上推广到更一般的情形 。这一理论在近几年得到了广泛关注 , 发展迅速 。一个时标 T是

指实数集 R的一个闭子集 , 它具有由 R 诱导的拓扑以及 R中的顺序关系。在 T上本文定义了前跳算子

σ(t):=inf{s ∈ T:s > t}和后跳算子 ρ(t):=sup{s ∈ T:s < t}。对于函数 f:T ※R , 我们说 f
Δ
(t)是 f

在 t ∈ T处的 Δ_微分 ,如果

f
Δ
(t)=lim

s※t

f(σ(t))-f(s)
σ(t)-s

存在 (此处 f
Δ
(t)要求 t ∈ T

k
:=T {m},如果 m存在 ,其中 m 是指 T的最大孤立点),即对任意的ε>0 ,

存在 U =(t -δ, t +δ)∩ T使得

|f(σ(t))-f(s)-f
Δ
(t)[ σ(t)-s] |≤ε|σ(t)-s|

对所有 t ∈ U成立。称 f(t)在 T
k
是可微的 ,如果对所有的 t ∈ T

k
, f
Δ
(t)都存在 。关于 f

Δ
(t)的性质 (如:分

部积分公式等)可参考 Bohner和 Peterson的专著
[ 2]
。

称函数 f:T ※S  R为 rd_连续的(右稠连续的),如果 f在所有右稠密点连续(所谓右稠密点是指满足

σ(t)= t的点),且在所有的左稠密点(ρ(t)= t)和右发散点(σ(t)> t)的左极限存在 。记为:f ∈ C rd(T ,

S)。文 [ 2] 表明右稠连续函数一定有原函数 。其柯西积分由∫
b

a
f(t)Δt =F(b)-F(a)定义 ,其中 a , b ∈

T , F(t)满足 F
Δ
(t)= f(t);知∫

b

f(t)Δt存在且有限。如果 a ∈ T , sup T =∞, 且 f是[ a , ∞)上的右稠连续

函数 , 则可以定义广义积分如下

∫
∞

a
f(t)Δt:= lim

b※∞∫
b

a
f(t)Δt

如果极限存在 , 则称广义积分是收敛的 , 如果极限不存在 , 称广义积分是发散的。

方程 (1)的一个解是指定义在 T的区间 [ t 0 , ∞)上的一个实值函数 x ,且满足系统(1)。称方程(1)的一

个解 x :T※R是一个最终正解 ,如果存在 a ∈ T使得 x在[ a , ∞)是正的 。考虑到时标T或许是不连续的 , 称

函数 x :T ※R在τ∈ T有一个一般的零点 ,如果 x(τ)=0或者τ是左发散的(ρ(τ)<τ)且 x(τ)x(ρ(τ))

<0。称方程(1)的一个解是振动的 ,如果对任何 r ∈ T存在一个 t ∈ T满足 t >r使得 x 在 t有一个一般的

零点 。
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当 T =Z或 T=R时 ,关于方程(1)已得到不少的振动准则
[ 3-6]
,本文将减弱或去掉一些限制条件 ,并且

将这些结果推广到一般的时标上 。本文把 R中的二阶非线性常微分方程的振动准则推广到时标动力方

程
[ 1-2]
中 ,同时在时标动力系统中考虑了 H(t , s)k(s)型的函数 ,得到了新的振动准则 。

2　主要结论

以下总假设:

(1)R(t)∈ C rd(T , R),R
+
=(0 , +∞);

(2)Q(t)∈ C rd(T , R
0
),Q(t)不最终恒为 0 , R

0
=[ 0 , +∞);

(3)F ∈ C rd(T , R), xF(x)>0(x ≠0),且 F(x) x ≥K >0(x ≠0),K =常数;

(4)∫
∞

t
0

1
R(t)Δt =∞。

定理 1　假设(1)-(4)满足 ,且存在 q(t)∈ Crd(T ,R
+
),使得

lim sup
t※∞∫

t

t
0

Kq(s)Q(s)-R(s)(q
Δ
(s))

2

4q(s)
Δs =∞ (2)

则方程 (1)是振动的 。

　　证明　若方程 (1)存在非振动解 x(t),则存在充分大的 T0 ∈ T ,使当 t ≥T0(t ∈ T)时 , x(t)≠0。不

妨设 x(t)最终为正 ,即对所有的 t ≥T0 , x(t)>0(若 x(t)最终为负 , 证明类似)。由方程 (1)和条件 (2)

和条件 (3), 所以有

R(t)x
Δ
(t)>0　　即 　　x

Δ
(t)>0　　当 t ≥T0 (3)

事实上 , 若 R(t)x
Δ
(t)<0 ,则存在 α<0 ,使 R(t)x

Δ
(t)<α<0 , t >T 0 。所以 x

Δ
(t)<

α
R(t)

, 从而

x(t)-x(t 0)<α∫
t

t
0

1
R(s)

Δs ※-∞(t ※∞)

所以 x(t)<0 ,(t ※ ∞)。这与 x(t)是最终正解矛盾 。定义 Riccati变换:

w(t)=q(t)
R(t)x

Δ
(t)

x(t)
　　t ≥T0 (4)

则由时标上的乘积和商的导数公式
[ 2]

ω
Δ
(t)=

[ q(t)R(t)x
Δ
(t)]

Δ
x(t)-q(t)R(t)x

Δ
(t)[ x(t)]

Δ

x(t)x(σ(t)) =

q(t)[ R(t)x
Δ
(t)]

Δ
+q

Δ
(t)R(σ(t))x

Δ
(σ(t)) x(t)-q(t)R(t)x

Δ
(t)x

Δ
(t)

x(t)x(σ(t)) =

q
Δ
(t)R(σ(t))x

Δ
(σ(t))

x(σ(t)) +q(t)
[ R(t)x

Δ
(t)]

Δ
x(t)-R(t)x

Δ
(t)x

Δ
(t)

x(t)x(σ(t)) =

q
Δ
(t)R(σ(t))x

Δ
(σ(t))

x(σ(t)) +q(t)
[ R(t)x

Δ
(t)]

Δ
x(σ(t))-R(σ(t))x

Δ
(σ(t))x

Δ
(t)

x(t)x(σ(t)) =

q
Δ
(t)R(σ(t))x

Δ
(σ(t))

x(σ(t)) +q(t)
[ R(t)x

Δ
(t)]

Δ

x(t) -
q(t)R(σ(t))x

Δ
(σ(t))x

Δ
(t)

x(t)x(σ(t)) =

q
Δ
(t)

q(σ(t))ω(σ(t))-q(t)
Q(t)F(x(t))

x(t) -q(t)
R(σ(t))x

Δ
(σ(t))x

Δ
(t)

x(σ(t))x(t)

由假设 (1), (3), 和式 (4)有

ω
Δ
(t)≤

q
Δ
(t)

q(σ(t))
ω(σ(t))-Kq(t)Q(t)-

q(t)
q
2
(σ(t))R(t)

ω
2
(σ(t))=

-
q(t)

q
2
(σ(t))R(t)

ω(σ(t))-
q
Δ
(t)q(σ(t))R(t)

2q(t)

2

+
R(t)[ q

Δ
(t)]

2

4q(t)
-Kq(t)Q(t)≤

R(t)[ q
Δ
(t)]

2

4q(t)
-Kq(t)Q(t) (5)

对上式两端从 T0 到 t 积分(t >T0 )有

∫
t

T
0

[Kq(s)Q(s)-
R(s)(q

Δ
(s))

2

4q(s) ] Δs ≤ω(T 0)-ω(t)≤ω(T0)
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所以 ∫
t

t
0

[ Kq(s)Q(s)-
R(s)(q

Δ
(s))

2

4q(s)
] Δs =

∫
T
0

t
0

[ Kq(s)Q(s)-
R(s)(q

Δ
(s))

2

4q(s)
] Δs+∫

t

T
0

[ Kq(s)Q(s)-
R(s)(q

Δ
(s))

2

4q(s)
] Δs ≤

ω(T0)+∫
T
0

t
0

Kq(s)Q(s)-R(s)(q
Δ
(s))

2

4q(s)
Δs ≤ω(T0)+∫

T
0

t
0

Kq(s)Q(s)Δs

从而 lim sup
t※∞∫

t

t
0

Kq(s)Q(s)-
R(s)(q

Δ
(s))

2

4q(s)
Δs <∞

与 (2)式相矛盾 。

　　定理 2　假设 (1)-(4)满足 , 记

D0 ={(t , s):t > s ≥ t0 , t , s ∈ T}, 　D ={(t , s):t ≥ s ≥ t0 , t , s ∈ T}

存在 H(t , s)∈ Crd(D ,R), h ∈ C rd(D0 ,R)和 k(s), q(s)∈ C
1
(T , R

+
),满足

(Ⅰ)H(t , t)=0 , t ≥ t0;在 D0 上 , H(t , s)>0;

(Ⅱ)H(t , s)在 D0 上对 s有连续且非正的偏导数 ,即 H
Δ
s(t , s)∈ Crd;H

Δ
s(t , s)≤0;

(Ⅲ)[ H(t , s)k(s)]
Δ
s +

q
Δ
(s)

q(σ(s))H(t , s)k(s)=-h(t , s) H(t , s)k(s);且如果

lim sup
t※∞

1
H(t , t 0)∫

t

t
0

H(t , s)k(s)Kq(s)Q(s)-
R(s)q

2
(s)h

2
(t , s)

4q(s) Δs =∞ (6)

则方程 (1)是振动的 。

　　证明　若方程 (1)存在非振动解 x(t),则不妨设存在充分大的 T0 ∈ T ,使当 t ≥ T0 时 , x(t)>0 ,

x
Δ
(t)>0。定义 ω(t)如 (4)式所示 , 则可以得到 (5)式 , 即

Kq(t)Q(t)≤-ω
Δ
(t)+ q

Δ
(t)

q(σ(t))
ω(σ(t))- q(t)

q
2
(σ(t))R(t)

ω
2
(σ(t))

在上式两边同乘 H(t , s)k(s), 积分得

∫
t

T
0

H(t , s)k(s)Kq(s)Q(s)Δs ≤-∫
t

T
0

H(t , s)k(s)ω
Δ
(s)+

∫
t

T
0

H(t , s)k(s)
q
Δ
(s)

q(σ(s))ω(σ(s))Δs -∫
t

T
0

H(t , s)k(s)
q(s)

q
2
(σ(s))R(s)

ω
2
(σ(s))Δs ≤

-[ H(t , s)k(s)ω(s)]
t

T
0
+∫

t

T
0

[ H(t , s)k(s)]
Δ
sω(σ(s))Δs +

∫
t

T
0

H(t , s)k(s) q
Δ
(s)

q(σ(s))
ω(σ(s))Δs -∫

t

T
0

H(t , s)k(s) q(s)
q
2
(σ(s))R(s)

ω
2
(σ(s))Δs =

H(t , T0)k(T0)ω(T0)+∫
t

T
0

H(t , s)k(s)
Δ
s +

q
Δ
(s)

q(σ(s))
H(t , s)k(s) ω(σ(s))Δs -

∫
t

T
0

H(t , s)k(s)
q(s)

q
2
(σ(s))R(s)

ω
2
(σ(s))Δs =

H(t , T 0)k(T0)ω(T0)-∫
t

T
0

h(t , s) H(t , s)k(s)ω(σ(s))Δs -∫
t

T
0

H(t , s)k(s)q(s)
q
2
(σ(s))R(s)

ω
2
(σ(s))Δs =

H(t , T0)k(T0)ω(T0)-∫
t

T
0

H(t , s)k(s)
q(s)

q
2
(σ(s))R(s)

ω(σ(s))+
h(t , s)q

2
(σ(s))R(s)

2q(s) H(t , s)k(s)

2

-

h
2
(t , s)q

2
(σ(s))R(s)

4q(s)
Δs ≤H(t , T0)k(T0)ω(T0)-∫

t

T
0

h
2
(t , s)q

2
(σ(s))R(s)

4q(s)
Δs

所以 ∫
t

T
0

H(t , s)k(s)Kq(s)Q(s)-
h
2
(t , s)q

2
(σ(s))R(s)

4q(s)
Δs ≤H(t , T0)k(T0)ω(T0)

对于 t ≥T0 , 有 ∫
t

t
0

H(t , s)k(s)Kq(s)Q(s)-h
2
(t , s)q

2
(σ(s))R(s)

4q(s)
Δs ≤
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∫
T
0

t
0

H(t , s)k(s)Kq(s)Q(s)-
h
2
(t , s)q

2
(σ(s))R(s)

4q(s)
Δs +H(t , T0)k(T0)ω(T 0)≤

KH(t , t0)∫
T
0

t
0

k(s)q(s)Q(s)Δs +H(t , T0)k(T 0)ω(T0)

因此 lim sup
t※∞

1
H(t , t 0)∫

t

t
0

H(t , s)k(s)Kq(s)Q(s)-
R(s)q

2
(s)h

2
(t , s)

4q(s)
Δs ≤

K∫
T
0

t
0

k(s)q(s)Q(s)Δs +k(T0)ω(T0)<∞

这与 (6)式矛盾 。

3　举　例

考虑如下的二阶时标动力系统

(tx
Δ
(t))

Δ
+γ

t
x(t)=0 , 　t ≥ t0 , t , t0 ∈ T (7)

其中 , 1 4 <γ<1。此时 R(t)= t , Q(t)=γ t , F(x(t))= x(t),满足假设条件(1),(2),(3),且K =1。取

q(s)= s 。则当 T =R时

∫
∞

t
0

1
R(t)

Δt∫
∞

t
0

1
t
dt =∞

lim sup
t※∞∫

t

t
0

Kq(s)Q(s)-
R(s)(q

Δ
(s))

2

4q(s)
Δs =lim sup

t※∞∫
t

t
0

s·
γ
s
-

s(s′)
2

4s
ds =lim sup

t※∞∫
t

t
0

γ-
1
4
)ds =∞

所以此时方程 (7)是振动的。当 T =hZ ={hk:k ∈ Z}时 ,对于 T上的积分有

∫
b

a
f(t)Δt = ∑

b h-1

k=a h
f(kh)· h　　(a <b)

所以 ∫
∞

t
0

1
R(t)

Δt =∫
∞

t
0

1
t
Δt = lim

t ∞ ∑
t h-1

k=t
0
 h

1
k ·h

·h =∞

lim sup
t※∞∫

t

t
0

Kq(s)Q(s)-R(s)(q
Δ
(s))

2

4q(s)
Δs =lim sup

t※∞∫
t

t
0

s· γ
s
-s(s

Δ
)
2

4s
Δs =lim sup

t※∞∫
t

t
0

γ-1
4
Δs =∞

所以此时方程 (7)也是振动的 。
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Oscillation Criteria for Second Order Dynamic Equations on Time Scales

LIU Ai_lian , ZHU Si_ming ,WU Hong_wu

(Department of Mathematics , Sun Yat_sen University , Guangzhou 510275 , China)

Abstract:By means of Riccati trans formation techniques , this paper discusses and establishes the oscillation criteria for

the second order nonlinear dynamic equations(R(t)x
Δ
(t))

Δ
+Q(t)F(x(t))=0 , t ∈ T .Meanwhile a nontrivial

example is given to illustrate the ctiteria.

Key words:time scales;dynamic equation;oscillation;Δ_derivative
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