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摘 要 : 利用多项式代数方程的判别系统理论和结式理论
,

讨论了具有星形结点的一类对称四次系统的代数分

类
,

并对系统进行全局分析
。

值得指出的是
,

这一方法适用于具有星形结点的一般多项式微分系统
。
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1 研究背景

文〔1」利用代数不变式理论讨论了齐三次系统
,

得到 了系统的代数分类和全局相图
。

文〔2〕利用「1〕

的代数分类讨论了具有 星形结点的一类三次系统
,

得到
一

r 系统的代数分类和全局相图
,

并指出具有星

形结点的奇数次系统和偶数次系统的研究方法大不

相同
。

文「3
,

4〕利用扇形分类法分别讨论了具有星

形结点的一类四次系统和五次系统
,

得到了部分全

局相图
。

由于代数方程判别系统理论邸〕的 出现
,

使得研究具有星形结点的高次多项式微分系统的代

数分类成为可能
。

本文利用多项式代数方程判别系统理论和结式

理论
,

讨论了形如

2 奇点分析

作庞加莱第一变换 [ ,
,

8〕x = l / z
,

y = u z z , : 二

l / z , t
,

系统 ( l ) 变为

a ;

) 。
, + ( 6

4 一 a 3
)

u ` =
f (

u
)

“ + a 3 U

作庞加莱第二变换

统 ( 1) 变为

x = v /:
,

y = 1 / :
, r = 1 / z

( 2 )

,
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( l )

、 、产、 、矛

二 X + P ;

(

口
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(

x ,

y

= y + x ,

y

X丫
r

es
户、

L

的代数分类
,

其中
尸4

( x ,

了) = a , x , 了 + a 3 x了3 ,

Q
4

( x ,

了)
=

占
o x 4 + 占

2 x 2 了2 + b
4 了4 ,

6
4 拼 a 3

该系统具有星形结点
,

以纵轴为积分直线
,

且向量

场关于纵轴对称
。

需要特别指出的是
,

这一方法可

以给出具有星形结点的多项式微分系统

以下记 尸 ( u ) = p
4

( l
, u

)
。

引理 1 若
“ 二 。 。

为 f ( u)
二 0 的单根

,

则

(
。 。 ,

0) 为系统 ( 2) 的鞍点
、

结点或鞍结点
。

证明 若
“ 二 u 。

为 f( u)
= 0 的单根

,

则系统

( 2) 在 ( u 。 ,

0) 处一次近似矩阵为

J 二

当 p ( u 。 )f ( u 。

) >

! f (二
。

)

L 0

O
,

(
u 。 ,

0 )

一 尹( u 。
) J

为鞍点 ; 当 尸(
u 。

f) (
u 。

)

= X + 尸
。

( x ,

, )

Q
。

(
x ,

了)+y一一

XYJ
`
.1声

1
ó

(其中 p
。

( x ,

了)
,

Q
。

( x ,

了) 为关于
x ,

少 的 n
次齐次

多项式 ) 代数分类的系数条件
,

不论
n
的奇偶性

。

之所以讨论具有星形结点的一类对称四次系统
,

只

是为了阐释方法的方便
。

< o
,

( 。 。 ,

o )为结点 ; 当 p (
u 。 ) = o

,

f (
u 。

) > 0时
,

原点为上鞍下结型鞍结点 ; 当 p (
“ 。

)
二 o

,

f ( u 。

)

< 0 时
,

原点为上结下鞍型鞍结点
。

引理 2 若
u 二 “ 。

为 f( u)
= 0 的 2 重根或 4 重

根
,

则 ( u 。 ,

0) 为系统 ( 2) 的鞍结点
。

证明 若
“ 二 u 。

为 f (
。
)

= 0 的二重根
,

则系

统 ( 2) 在 ( “
。 ,

0) 处一次近似矩阵为

,
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当 p (u。 )厂
2)

(。 。
) > o

,

( 。 。 ,

o ) 为右鞍左结型鞍结

点 ; 当 尸 (
,: 、 ,

)尹
, ) ( : 。

) < o
,

( 。
。 ,

o ) 为右结左鞍型

鞍结点 ; 若 。 ( U 。
) 二 。

,

考虑窦
』

二 。 。 二

一
。 ( u 。 )

: 二 一 :
(

: , 十 尸( u 。 ) )
,

它有 2 个不动点
: 、 ==

o
, : 2 二 一

挤两 i初
。

令 * = 。 ( 。
。
)

,

在 ; 二 0 的两

侧
,

2个不动点的稳定性发生交换
,

一维系统在 几

二 0 处发生跨临界 分支
。

所 以
,

当 川
u 。

) 二 0,

厂
2, ( u 。 ) > o 时

,

( 。
。 ,

o ) 为鞍结点
,

第一
、

三象限

为双曲扇形
,

第二
、

四象限为抛物扇形 ; 当 川
u 。 )

= o
,

厂
, , ( u o

) < o 时
,

( 。
。 ,

o ) 为鞍结点
,

第一
、

三

象限为抛物扇形
,

第二
、

四象限为双曲扇形
。

对于 u 二 u 。

为 4 重根的情形可以类似讨论
。

引理 3 原点为系统 ( 3) 的鞍点
、

结点或鞍结

点
。

引理 3 的证 明和 引理 1 类似
,

这里 只叙述结

论
。

当 6
4

( 。 3 一 6
4

) > O时
,

原点为鞍点 ; 当 6
4

( a 3

一 b
4

) < O时
,

原点为结点 ; 当 b
、 二 0

,

( a 3 一 b
4

) >

0 时
,

原点为 上鞍下结型鞍结点 ; 当 占
4 二 o

,

( a 3 -

b、 ) < O时
,

原点为上结下鞍型鞍结点
。

引理 4 若 f(
。 。

) = 。
,

令
二 。 =

不攀耳
,

则
’ `

川 一

护下i 石刃
,

~

( l ) 若
u == 。。

为 f(
u )的单根

,

则当尹(
u 。

f) ( uo )

< o 时
,

( 二
。 , u o 二。 ) 为鞍点 : 当 户( u 。

)f ( u 。 ) > o

时
,

(
x 。 , u 。 x 。 ) 为结点

。

( 2 ) 若
。 二 。 。

为 f ( 。 ) 的 无 ( 无 = 2
,

4 ) 重根
,

则当 p ( u 。
)厂

` ’ ( 。 。
) < o 时

,

( 二
。 , 。 。 二。

) 为上鞍下结

型鞍结点 ; 当 尸 ( 。 。
)厂

` ’ ( 。
。
) > o 时

,

( 万
。 , 。 。 万。 ) 为

上结下鞍型鞍结点
。

证明 证明过程与引理 l
、

引理 2 类似
。

引理 5 设 。4 , o
,

则 (。
,

甚
) 为系统 ( , )的

一
” ’ 一 ’ ` ’ ` 、

一 ,

护书i “
` “ ~

“ \ `

”
` “

o
,

乙2 一 4 a 。 > o
。

( 2) h 有 3 个互异实根
,

其中之
一

为二重当以

仅当
a b < 0

, e 二 0
。

( 3 ) h 有 2 个互异实根和一对共扼复根当且仅

当
a 。 < O

。

( 4 ) h 有 2个 互异二重实根当且仅当 涌 < O
,

l)(

< 0
,

扩 一 4 ac = 0
。

( 5) h 有一个 4 重实根当且仅当 乙 = 。 = 0
。

( 6) h 有一个 2 重实根和一对共扼复根 当月
.

仅

当
a 6 > 0

, 。 二 O
。

(7) h 无实根当且仅当犷
一 4 0

1

< O或 动 > 0
,

a e > o
,

乙
2 一 4 a c ) o

显然
,

当 f( u) 和 川
。
) 有公共实数解

。 二 。 。

时
,

系统 ( l) 在直线 了 = 。 、, 二 上无异于原点的有限

远奇点
。

由邢 f(
,

p ) 二 b
。
( a

凳占
。 一 a ! 占2 。 ; + a

}占
4

)
2

,

不难得到如下引理
。

引理 6 令 建 二 a

; 占
。 一 。 l

占
2 。 。 + a

}占
、 ,

则

( 1 ) f(
二 ) 和 p ( 二 ) 只有一个公共实数解

“ 二

o
,

当且仅当 b
。 == o

,

A 拼 。 或 乙
。 = A = 。

, a ! a 。 〕

o 且
a

子
+ a

; 尹 。
。

( 2 ) f (
u
) 和 尹 (

u ) 的公共实数解为 f ( u ) 的实

数解
,

当且仅当
。 , 二 a , 二 o

·

( 3 ) f(
。
) 和 p (

。 ) 有 3个
一

互异公共实数解
。 , =

O
, u Z , u ,

< 0
。

u 3 二 一 “ 2

)
,

当且仅当 乙
,。 二 通 二 o

, 。 1 “ ,

奇点
,

当 b
、

( a : 一 占
雄

) > o 时
,

该奇点为结点 ; 当

6 4

( 。
3 一 6

4

) < o 时
,

该奇点为鞍点
。

证明 证明过程与引理 l 类似
。

3 f( u) 和 p (
u
) 的公共实数解

考虑多项式 h = a x 4 + 占x
Z + 。 ( a 尹 。 )

,

由多

项式方程的判别系统理论
’

·

6 ,

h 的判别式序列为

D I 二 l
,

D Z 二 一 a 乙
,

D 。 二 一 a 占( 方
2 一 4 a 。

)
,

刀4 二

ac ( 乙
2 一

a4
。
) ’ 由此不难得到它的完全分类

:

( l) h 有 4 个互异实根当且仅当 ab < O
, a 。 >

( 4 ) f(
u ) 和 p ( u ) 有 2 个互异公共实数解

。 」 ,

u Z

( u Z = 一 。 ,

)
,

当且仅当 乙
。 尹 。

, a , a 3 < o
,

沌 二 o

(5 ) f(
。
) 和 p (

。 ) 无公共实数解
,

当且仅当 b
。 尹

O
,

A = o
, a , a 3 ) o 且 a

:
+ a
写拼 。 或 占。 及 笋 。

。

4 代数分类

令
。 二 b

; 一 a 。 ,

b 二 ` 2 一 。 , , 。 = 6
。

_

根据特

征方程的完全分类
,

并讨论 f( u) 和 p ( 。 ) 公共实

数解的个数
,

得到如下定理
。

定理 系统 ( l) 可以分为
:

( 1 ) f( u) 有 4 个互异实根

① f(
。 ) 和 p ( 。 ) 无公共实数解当且仅当 助 <

0
, a c > o

,

b
Z 一 4 a e > 0

,

通 奔 。
。

② f(
。 ) 和 p ( 。 ) 有 2 个公共实数解当且仅 当

a b < O
,

ac > o
,

b
Z 一 4 a e > O

,

通 = 0
, a , a : < o

。

③
、

f( u) 和 p (动 有 4 个公共实数解 当目仅当
a占 < o

, a e > o
,

占
2 一 4 a e > o

, a l 二 a 3 = O
一

( 2 ) f ( 。 ) 有 3 个互异实根
,

其叶
, l 个为 2重

① f(
“ ) 和 p ( 二 ) 有一个公共实数解当且仅 当

a b < O
, 。 二 o

,

滩 并 0或
a 占 < 0

, 。 = 0
, a , 二 O

, a , 并



第 4期 桑 波等
:
一类多项式系统代数分类的一般方法

u Z x 上系统各有一个异于原点的有限远奇点
,

在纵

、 二一个异于原点的有限远奇点 。O
, 一

厅
)

,

由引理 1 一 引理 5
,

系统的全局相图见图 l
。

图 l 例 1的全局相图

iF g
.

1 lG
o

abl p hase po altr it of ex am讨
e l

例 2 考虑系统

+ Z y

xy
Z y+ x

J一
XX++X丫一一一一X丫!

矛

I
L

0
。

② f( u) 和 可
。
) 有 3 个公共实数解当且仅当

a b < 0
, 。 = 0

,

A 二 0
, a , a : < 0或

a b < 0
, c = 0

, a l

= a 3 二 O
。

( 3 ) f(
。 ) 有 2 个互异实根和 l 对共扼复根

① f(
。 ) 和 p ( u) 儿公共实数解当且仅当 ac <

o
,

通 = o
, a l a 。 > o 或

a 。 < o
,

A 拼 0
0

② f(
。 ) 和 p ( u) 有 2 个公共实数解当且仅当

a 。 < o
,

通 = 0
, a 1 a 3 < o 或

a 。 < o
, a : = a 3 = 0

。

( 4 ) f ( u
) 有 2 个 2 重实根

① f(
。 ) 和 p ( 。 ) 无公共实数解当且仅当 ab <

o
,

占c < o
,

占
2 一 4 a e = o

,

A 笋 。
。

② f(
。 ) 和 p (

。
) 有 2 个公共实数解当且仅当

a占 < o
,

b。 < o
,

乙
, 一 4 a 。 = o

,

八 = o
, a 1 a 3 < o 或

a 占

< 0
,

6e < 0
,

b
Z 一 4 a e = 0

, a l = a 3 二 0
。

( 5 ) f (
u
) 有一个 4 重实根

f( u) 和 p ( u) 有一个公共实数解当且仅当 b =

e = O
。

( 6 ) f(
。 ) 有一个二重实根和一对共扼复根

f(
。 ) 和 p ( u) 有一个公共实数解当且仅当 ab

> 0
, e 二 0

。

(7 ) f(
。 ) 无实根当且仅当 矿 一 4 ac < 0 或 ab

> 0
,

ac > 0
,

犷 一

a4
c ) 0

。

证明 只证 ( 1 )
,

其它情形证明过程类似
。

②
、

③中的条件相容
,

显然成立
。

考虑①
,

往证 ab <

o
, a 。 > o

,

乙
, 一 4 a 。 > o 与 左 == o

, a . a 。 ) o 且
a l ’ +

内 “ 尹 。 不相容
。

A = 乙
。 。
专
一 。 :

占
2 。 , + 。 、 2

b
4 =

e a 3 , 一 乙。
. 。 。 + a a

:

这里
,

f (
u ) = u ` 一 Z u , + 1

,

尸( “ ) = 。 ( l + 二 ,

)
。

由定理知 f(
。 ) 有 2 个 2 重实根 1 和 一 1

,

f(
。 ) 和

p ( 。 ) 无公共实数解
。

所以直线 y 二 士 %
各有一个

异于原点的有限远奇点
,

考虑到 p ( l)
二 一 p (

一 l)

> 0
,

乙
4 < 0

,

由引理 1 一 引理 5
,

系统的全局相图

见图 2
。

内污
+3+当

a b

由 A

< 0
,

ac > o
,

b
Z 一 4 ac > O

, a z

= 0 得
a : a 3 < 0

。

笋 0 时
,

考虑系统

一 3 +

污
少 + 一下万一 - x 少

图 2 例 2 的全局相同

F i g
.

2 lG
o

hal p ih以 即
11 r a l t of

aexm
p le Z

x u

= X +

二 y 十

X丫

,.1tr.

es
丈

es
、d朋」

今

这 里 f( u)

一 3 +

污
: 、

2 x 2 y Z 十

.

3 u 2 + ,

尸( u

4

少

= u ( l +

—
U 根据定理知 f( u) 有 4个互异实根

土

u , ,
土 u Z ( u l , u Z > o )

,

f (
u ) 和 尹 ( u )有 2 个公共实

己 l

a 3

3 +

污
一 2

对于 b
、 = a 3 的情形

,

由于相对简单
,

不于考

虑
。

以上讨论了一类具有星形结点且关于纵轴对称

的 4 次系统
,

对于关于横轴对称的情形可以类似地

讨论
。

数解
,

记为
士 二 , ,

则 试
= 由韦达
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