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摘　要:不同于正则半群中的方法研究同余 , 为了刻画纯整环并半环上的同余 , 定义了纯整环并半环上的同余
对。对纯整环并半环上的同余进行了研究 , 得到了纯整环并半环上关于同余和同余对的一些结果。主要结论是:

纯整环并半环上的每个同余都被其上的同余对所唯一确定。
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1　研究背景

一个半环(S , +,·)指的是一个代数系统 , 由一

个非空集合 S , 2个二元运算+和·组成 , 使得(S ,

+)和(S , ·)是 2个半群 , 且具有类似环的乘法对加

法的分配律(即 , 对任意的 x , y , z ∈ S , x(y +z)

=xy +xz ,(y +z)x=yx +zx)。半环 S 的一个元素

a称为幂等元 , 如果 aa =a +a =a 。若 S 中的每

个元素均是幂等元 , 称 S 为一个幂等元半环 。若

对幂等元半环 S 中的任意元素a , b , a+ab+a =

a , a+ba +a =a 均成立 , 称 S 为一个带半环

(见文[ 1 , 2])。带半环 S 称为 T 带半环 , 若(S ,

+)是一个 T 带
[ 1, 2]
。

设 A 是一类半环 。一个半环 S 称为一些 A 半

环的分配格 , 如果存在 S 上的同余ρ, 使得 S ρ是

一个分配格且每个ρ-类是属于 A 的S 的子半环 。

称一个半环 S 为一个 Clifford半环 , 若 S 是环的分

配格。设 U 为 S 的一个子半环。记 S 上的关系 P

在U 上的限制为P U 。分别记 S 上所有的同余关

系和加法幂等元的集合为C(S), E
+
(S)。S 上的

一个同余ρ是幂等元分离的 , 如果对任意的 e , f ∈

E
+
(S), 由 eρf 可推出 e=f 。

完全正则半群是群的并。类似于完全正则半

群 , Pastijn和郭聿琦
[ 3]
研究了环的并的半环。与半

群不同的是 , 环的并未必是环的无交并 。环的无交

并的半环 S 称为纯整环并半环 , 若 E
+
(S)是一个

带半环 。容易证明一个左正则带半环 L =∪ α∈DLα,

一个 Clifford半环 T=∪ α∈DTα和一个右正则带半环

R=∪ α∈DRα的相对于分配格D 的织积是一个纯整

环并半环。反之 , 每个纯整环并半环 S 均是这样

的织积 。称 T 为纯整环并半环S 的Clifford分支 。记

Sα=Lα× Tα×Rα, 其中 Lα是一个 左零带半环 ,

Tα是一个含零元 0α的环 , Rα是一个右零带半环。

因此 , Sα中的元素都可以写成这种形式:(i , a ,

λ), 其中 i ∈ Lα, a ∈ Tα, λ∈ Rα。对任意的 a ∈

Tα和满足α≤β 的 α, β ∈ D 。我们定义一个映射

φα, β如下:

φα, β:Tα※Tβ , a|※0β +a +0β

容易证明当 α≤β≤γ时 , 有 φα,α=1Sα且φα, βφβ , γ=

φα, γ成立。如果 a ∈ Tα, r ∈ Tγ且α≤β , 那么

(aφα, β)r =(0β +a +0β)r =

0βr +ar +0βr =0βγ+ar +0βγ=(ar)φαγ, βγ

即 ,(ar)φαγ, βγ=(aφα, β)r。类似地 , (ra)φαγ, βγ=

r(aφα, β)。

郭聿琦等
[ 4]
给出了左 C-半群的结构刻画 。为

了讨论左C-半群上的同余 , 朱聘瑜教授等
[ 5]
给出

了左 C-半群上的同余对的定义。值得注意地是 ,

文[ 5]中定义的同余对不同于文[ 6]中正则半群上同

余对的定义。本文主要借助文[ 5]的思想 , 给出纯

整环并半环上的同余对的定义 , 并且利用纯整环并

半环上的同余对来刻画纯整环并半环上的同余 。本

文未给出的概念和记号参见文献[ 6 ～ 8] 。

2　纯整环并半环上的同余对

在这一节中 , 除非特别指出 , S 均表示一个纯
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整环并半环。

设ρ是S 上的一个同余。类似于半群 , 分别称

{x ∈ S ( e ∈ E
+
(S))xρe}和 ρ E

+(S)为 ρ的核和ρ

的迹 。分别记它们为 kerρ, trρ。根据文[ 6] , 我们

知道如果 S 是一个纯整环并半环 , 那么

kerρ=∪α∈D{(i , a , λ)∈ Sα|(i , a , λ)ρ(i ,0α , λ)}

现在 , 我们利用 kerρ的体现和ρ的迹描述S 上

的同余。我们将看到 , 在很大程度上跟半群上的用

核和迹来描述同余不同。首先考虑 kerρ在 S 的

Clifford分支 TS 上的体现 。容易证明下面的定理 。

定理 1　设 ρ是S 上的一个同余 。定义一个集

合如下:

Nα(ρ)={a ∈ Tα|( i ∈ Lα , λ∈ Rα),

(i , a , λ)ρ(i ,0α, λ)}

记Kρ=∪ α∈ DNα(ρ)。则以下结论成立:

(1)Nα(ρ)={a ∈ Tα|( i ∈ Lα, λ∈ Rα),

(i , a , λ)ρ(i ,0α, λ)}。

(2)Nα(ρ)是 Tα的一个理想。

(3)Kρ是TS 的一个理想。

(4)若 a ,b ∈ Tα, i ∈ Lα , λ∈ Rα , 则(i , a ,

λ)ρ(i , b , λ)当且仅当 b -a ∈ Nα(ρ)。

(5)若 α, β ∈ D(α≤ β), (i ,0α, λ)ρ(j ,0β ,

μ), 则 Nβ(ρ)φ
-1
α, β  Nα(ρ)。

(6)映射 ρ※ Nα(ρ)是一个从 S 的同余格

L(C(S))到 Tα的理想格L(I(Tα))的完备的 ∩_同

态。

现在给出确定纯整环并半环 S 上的同余相等

的一种方法。为此 , 需要下面的引理。

引理 1　设 ρ是S 上的一个同余 。令(i , a , λ)

∈ Sα , (j , b , μ)∈ Sβ 。则(i , a , λ)ρ(j , b , μ)当且

仅当(i ,0α, λ)ρ(j ,0β , μ), -aφα,α+β +bφβ ,α+β ∈

Nα+β(ρ)。

证明 　若 (i , a , λ)ρ(j , b , μ), 则有 (i ,0α,

λ)ρ(j ,0β , μ)且(i , a , λ)+(i , -a , λ)ρ(j , b , μ)+

(i , -a , λ)。于是 , (i ,0α , λ)ρ(j +i , b -a , μ+

λ)。由于(i , 0α, λ)ρ(j+i ,0α+β , μ+λ), 可得(j

+i , b -a , μ+λ)ρ(j + i ,0α+β , μ+λ)。因此 ,

-aφα, α+β +bφβ ,α+β ∈ Nα+β(ρ)。

反之 , 若 (i ,0α, λ)ρ(j ,0β , μ), - aφα, α+β +

bφβ , α+β ∈ Nα+β(ρ), 则存在 i ∈ Lα, λ∈Rα , j ∈

Lβ , μ∈Rβ 使得 (i + j , -aφα, α+β +bφβ, α+β , λ+

μ)ρ(i +j ,0α+β , λ+μ)。即 , (i , -a , λ)+(j , b ,

μ)ρ(i+j ,0α+β , λ+μ)ρ(i ,0α , λ)。因此 , (j ,b , μ)

=(j ,0β , μ)+(j , b , μ)ρ(i ,0α , λ)+(j , b , μ)ρ(i ,

a , λ)。

定理2　设 ρ, σ是S 上的同余 。则 ρ=σ当且

仅当Kρ=Kσ , trρ=trσ。

证明　事实上 , 只需证明 ρ σ当且仅当Kρ

 Kσ且 trρ tr σ。若 ρ σ, 则显然 trρ trσ

成立且对任意的α∈ D , 可得

Nα(ρ)={a ∈ Tα|(i , a , λ)ρ(i ,0α , λ)} 

{a ∈ Tα|(i , a , λ)σ(i ,0α, λ)}=Nα(σ)

所以 , Kρ Kσ 。

反之 , 若 Kρ Kσ , trρ trσ, 则 Nα(ρ)=

Kρ∩ Tα Kσ ∩ Tα= Nα(σ)。同时 , 若对(i , a ,

λ)∈ Sα , (j , b , μ)∈ Sβ , 满足 (i , a , λ)ρ(j , b ,

μ), 则由引理 1有(i ,0α, λ)ρ(j ,0β , μ), -aφα,α+β

+bφβ ,α+β ∈ Nα+β(ρ) Nα+β(σ)。因此 , (i ,0α,

λ)σ(j ,0β , μ), -aφα, α+β+bφβ ,α+β  Nα+β(σ)。即 ,

(i , a , λ)σ(j , b , μ)。这即证明了 ρ σ。

下面介绍本文的主要概念 , 纯整环并半环上的

同余对 。

定义1　设 τ是E
+
(S)上的一个同余 , K是TS

的一个理想 。记 Nα=K ∩ Tα 。称(K , τ)是 S 的

一个同余对 , 如果 (i ,0α , λ)τ(j ,0β , μ)可推出

Nβφ
-1
α, β  Nα , 其中 α, β ∈ D 满足α≤β 。

注1　若K 是TS 的一个理想 , 则(K ,1E
+(S))是

S 的一个同余对 , 其中1E
+(S)是 E

+
(S)上的恒等关

系 。特别地 , (TS ,1E
+(S))是 S 的一个同余对 。

注 2　若 (K , τ)是 S 的一个同余对 , 则对 D

中任意满足α≤β的α, β , 都有 Nαφα, β  Nβ 。事

实上 , 设 a ∈ Nα 。显然 , aφα, β ∈ Tβ 。因为K 是TS

的一个子半环 , aφα, β =0β +a +0β ∈ K 。因此 ,

aφα, β ∈ K ∩ Tβ =Nβ 。

定义2　设(K , τ)为定义 1中的 S 的同余对。

在 S 上定义关系ρ如下:设(i , a , λ)∈ Sα , (j , b ,

μ)∈ Sβ , 则(i , a , λ)ρ(j , b , μ)当且仅当

(1)(i ,0α, λ)τ(j ,0β , μ),

(2)-aφα,α+β +bφβ , α+β ∈ Nα+β 。

我们称如上定义的关系 ρ为S 上的迹关系 。

引理 2　设 (K , τ)为 S 的一个同余对。则由

E
+
(S)上的同余τ和TS的理想K 确定的迹关系ρ是

S 上的一个同余关系 。

证明　首先证明 ρ是S 上的一个等价关系 。为

此只需证明 ρ具有传递性 , 因为 ρ的自反性及对称

性是显然 的。假 设 (i , a , λ)ρ(j ,b , μ), (j , b ,

μ)ρ(k , c , ζ), 其中(i , a , λ), (j , b , μ)和 (k , c ,

ζ)分别属于 Sα, Sβ和Sγ。则(i , 0α, λ)τ(j ,0β , μ),
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(j ,0β , μ)τ(k ,0γ , ζ)。于是 , (i ,0α, λ)τ(k ,0γ,

ζ)。同时可以得到(i +k ,0α+γ, λ+ζ)τ(i+j+k ,

0α+β+γ , λ+μ+ζ)。因为(K , τ)是 S 的一个同余

对 , 我们有 Nα+β+γφ
-1
α+γ, α+β+γ  Nα+γ 。因为 -

aφα,α+β +bφβ, α+β ∈ Nα+β , -bφβ , β+γ+cφγ, β+γ∈ Nβ+γ,

所以-aφα,α+β+γ+bφβ , α+β+γ∈ Nα+β+γ , -bφβ ,α+β+γ+

cφγ,α+β+γ ∈ Nα+β+γ 。因此 , -aφα, α+γ+cφγ,α+γ ∈

Nα+β+γφ
-1
α+γ, α+β+γ 。于是 , -aφα, α+γ+cφγ, α+γ∈ Nα+γ。

所以 ρ是传递的。

设(i , a , λ), (j , b , μ), (k , c , ζ)是分别取自

Sα, Sβ和Sγ的任意元。如果(i , a , λ)ρ(j , b , μ), 那

么由定义可知 (i , 0α, λ)τ(j ,0β , μ), -aφα, α+β +

bφβ , α+β ∈ Nα+β 。于是 , (i ,0α , λ)+(k ,0γ, ζ)τ(j ,

0β , μ)+(k ,0γ, ζ)。因为

-(a +c)φα+γ, α+β+γ+(b +c)φβ+γ, α+β+γ=

-(aφα, α+γ+cφγ,α+γ)φα+γ,α+β+γ+

(bφβ , β+γ+cφγ, β+γ)φβ+γ,α+β+γ=

-aφα, α+β+γ+bφβ ,α+β+γ=

(-aφα, α+β +bφβ ,α+β)φα+β ,α+β+γ ∈

Nα+βφα+β ,α+β+γ Nα+β+γ

我们有 ((i , a , λ)+(k , c , ζ))ρ((j , b , μ)+

(k , c , ζ))。对偶地 , 可以证明 , ((k , c , ζ)+(i ,

a , λ))ρ((k , c , ζ)+(j , b , μ))。同时因为 , (i ,0α,

λ)(k ,0γ, ζ)τ(j ,0β , μ)(k ,0γ ,ζ), 且 -(ac)φαγ,αγ+βγ

+(bc)φβγ, αγ+βγ=(-aφα,α+β +bφβ , α+β)c ∈ Nα+βc  

Nαγ+βγ , 我们有(i , a , λ)(k , c , ζ)ρ(j ,b , μ)(k , c ,

ζ)。对偶地 , 可以证明(k , c , ζ)(i , a , λ)ρ(k , c ,

ζ)(j , b , μ)。因此 , ρ是 半环S 上的一个同余。

现在 , 利用上面定义的同余对刻画纯整环并半

环 S 上的同余。

定理 3　设 S =∪ α∈DLα×Tα×Rα是一个纯整

环并半环。令 K 是TS 的一个理想。对任意的 α∈

D , 记 K ∩ Tα为Nα 。则下列结论成立:

(1)若 ρ是S 上的一个同余 , 则(Kρ , trρ)是

S 的同余对 。

(2)反之 , 若(K , τ)是 S的一个同余对S , 则

ρ是S 上满足K =Kρ和τ=trρ的唯一的同余。

证明　(1)设 ρ是S 上的一个同余 。由定理 1

知 , Kρ是TS 的一个理想且当α≤ β时 , 若(i ,0α,

λ)ρ(j ,0β , μ), 则 Nβφ
-1
α, β  Nα 。因此 , (Kρ, trρ)

是 S 的一个同余对 。

(2)由引理 2知 , ρ是S 上的一个同余。显然 ,

trρ=τ, 只需证明 K =Kρ 。设 a ∈ Tα 。若 a ∈

Nα , 则 -0α+a ∈ Nα , 也就是(i , a , λ)ρ(i ,0α,

λ)。因此 , a ∈Nα(ρ)。另一方面 , 若 a∈ Nα(ρ)。

则(i , a , λ)ρ(i ,0α, λ)使得 a =0α+a ∈ Nα 。于是

Nα=Nα(ρ)。所以 , K =Kρ , ρ的唯一性可由定

理 2直接得到 。
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Abstract:To describe the congruences on orthorings , the concept of congruence_pair is introduced which is different

from the method in regular semigroups.The congruences on orthorings are studied.Results concerning congruences and

congruence_pairs on orthorings are obtained.The main result is as the following:Every congruence on orthorings is

uniquely determined by the congruence_pair.
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