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摘　要:讨论一般的最佳插值问题 ( k ≥3) :min∫
b

a
|Dkf|2 dt, f满足插值条件 f( t i) = yi , i =1, …, n 和约束 f( k)

≥0 。该问题可转化为非线性方程组, 从而用半光滑牛顿型算法求解, 算法具超线性收敛性。然后给出一个由

函数的 k 阶导数计算求得原函数的算法。算例显示了所有算法的有效性。
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1　引　言

考虑下面的闭凸集上的最佳凸插值问题:

问题 I

min ‖ f
( k) ‖p

s.t.　f ( ti ) =y i ,

i =1, 2, …, n,

f
( k )
≥0, f ∈ W

k , p
[ a, b]

其中, a = t 1 < t 2 <… < t n =b 和 yi , i =1, …,

n 是给定的数据, ‖· ‖p是 Lebesgue空间 L
p
[ a, b]

的范数, W
k , p
[ a, b] 是 Sobolev 空间, 满足

W
k , p
[ a, b] ={f ∈ [ a , b] |f

( j)

在 [ a, b] 中绝对连续,

j =0, …, k -1;f ( k ) ∈ Lp[ a, b]}

这是一类凸集上的样条函数问题, 它的存在和惟一

性在 [ 1] 中已有讨论, 一般算法可归结为二次规

划类型[ 2] 。文 [ 3] 在 k =p =2时用广义牛顿法

的算法求解该问题。自然, 解方程组比解规划问题

要简单, 而且在收敛性及收敛阶等问题上能得到较

好的理论结果 。本文讨论比 [ 3] 更一般的问题,

文献 [ 4] 中有关于上述问题在 p =2时的情况的

讨论, 此时问题的惟一解 u＊是 2k 阶自然样条,

且 u＊在闭凸集K :={f ∈ W
k, p|f

( k ) ≥0}上。其

中, 当 k =3, 4时, 该问题的解分别是五次样条和

七次样条, 这类样条在计算几何和多媒体的数据处

理中有广泛的应用。本文把该问题转化为非线性方

程组, 用广义牛顿法求解, 算法超线性收敛 。算例

也表明算法简单, 而且效果很好 。

2　非光滑方程组的构造

考虑到上述问题的解 u＊ ∈ K , 如果 [ t i , …,

ti+k] u＊>0, i =1, …, n -k , 则由文献 [ 5] 中的

式 ( 1.2) 可得

u＊
( k)
= ∑

n-k

l=1
λlB l, k( t ) + (1)

∫
b

a
u

( k)
＊ B j, k( t )dt =dj , j =1, …, n -k (2)

　　其中, B j, k 是支集为 [ tj , tj+k] 的规范 B 样条,

dj =( tj+k-tj ) ( k -1) ![ tj, …, tj+k] ![ tj , …, tj+k]  g 。

 g ( tj ) =yj , [ tj , …, tj+k]  g是 g 在 tj , …, tj+k上的k 阶

差商。式 ( 1) 代入式 ( 2) , 可得

F j (λ) :=∫
b

a ∑
N

l=1
λlB l, k( t )

+
Bj , k( t )dt =dj ,

j =1, …, N, N =n -k (3)

所有方程 ( 3) 构成了含未知向量 λ的非线性方程

组, 求解这个方程组就可获得原问题的解 。

3　广义牛顿迭代法

为了保证解的存在惟一性, 这里规定 d i =

( t i+k-ti ) ( k -1) ![ ti , …, ti+k]  g >0, i =1, …, n -

k 。记已知数据{yi}
n
i=1 为向量 y =( y 1, …, yn )

T ,

k 阶差商算子为D
k , 则 D

0:= I ∈ R
n, n , D

k:=

H
k
L
k
…H

1
L
1
∈ R

n-k, n
, H

v
和L

v
分别定义如下:

H
v:=diag(

1
tj+v -tj

) j=1, n-v ∈ R
n-v , n-v

,
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L
v
:=

-1 1

-1 1

  

-1 1

-1 1

∈ R
n-v , n-v+1

, v =1, …, k,

再记 ( n - k ) × ( n - k) 的对角矩阵为 T :=

diag( ti+k -ti ) i=1, n-k ∈ R
n-k , n-k 。于是向量 d =

( d1, …, dN)
T
(N =n -k ) 可由下式算出:d =( k -

1) !TDk
y 。利用如下的广义牛顿法即可求解方程

( 3) :

λ
k+1
=λ

k
-Vk

-1
F (λ

k
) (4)

其中, Vk ∈  F (λk) 是 Clarke 定义的广义雅可比中

的元素矩阵。 F( λk ) 的非奇异性在某些情况下太

严格了, 文献 [ 6] 将迭代法 ( 4) 中的广义雅可比

 F( λk ) 替换为 F 在点λ处的 B-导数  BF( λ) ,

由于  F ( x) =conv BF ( x) , 这就降低了对矩阵的

非奇异性的要求 。

下面我们把原始的带约束的最小化问题转化为

无约束的最大化问题, 从而获得一种全局收敛的迭

代法 。由式 ( 2) 及 Lagrange 乘子法, 可得问题 I

的对偶问题为

max
λ∈RN

-
1
2∫

b

a
( ∑

N

i =1
λiB i, k( t ) )

2
+dt +∑

N

i=1
λidi (5)

进一步可记

L(λ) =
1
2∫

b

a
( ∑

N

i=1
λiB i , k( t ) )

2
+dt -∑

N

i=1
λid i

算法 1 ( S1)选择 λ0 ∈ R
N
, ρ∈ (0, 1) , σ∈ (0,

1
2
) ,

容许误差 ε>0 , k:=0 ;

( S2) 如果 ‖F (λk) -d ‖ ≤ε则停止, 否则转

(S3) ;

(S3) 寻找下面线性方程组的解 s
k
:

( M( λk) +εkI) s =- L( λk) (6)

(S4) 寻找满足下面不等式的最小非负整数 mk :

L( λ
k
+ρ

m
s
k
) -L( λ

k
) ≤σρ

m
 L(λ

k
)

T
s
k

( S5) λ
k+1
=λ

k
+ρ

m
ks

k
, k := k +1 ,返回( S2) 。

其中 M(λ
k
) = F( λ

k
) 是函数 F 在点λ的普

通雅可比矩阵。由于 M(λk) ∈  F (λk) 是半正定

的, 因此对任意 εk >0 , M(λk) +εkI 总是正定的,

这保证了方程组 ( 6) 惟一可解且解 s
k ≠0 。

4　算法的收敛性

本小节将证明各分量的定义如式 ( 3) 的向量

函数 F 是半光滑的, 从而求解该方程组的广义牛

顿法超线性收敛。为下面的讨论方便, 记所有定义

如 ( 3) 的 F j构成的向量函数为

F( λ) =( F1(λ) , …, FN (λ) ) T, N =n -k (7)

定理 1　定义如 ( 7) 的函数 F 是局部Lipschitz

连续的 。

由 B样条的性质容易证得此结论, 证明省略。

定理2　定义如 ( 7) 的函数 F 是半光滑的。

证 明 　 对 固 定 的 i , 记 f t (λ) =

∑
N

j=1
λjB j, k( t )

+
B i , k( t ) , Bk( t ) = ( B 1, k( t ) ,

…, BN, k( t) )
T 。经简单计算, 可得

 ft (λ) =

{B i, k ( t) Bk( t )}　　∑
N

j=1
λjB j, k( t) >0;

{αB i, k ( t) Bk( t ):α∈ [ 0, 1]}

∑
N

j=1
λjBj, k( t) =0;

{0}　　 　　　　其它

由于 B i , k( t ) 是分段多项式, 它们的乘积也是分段

多项式 。故由文献 [ 3] 的命题 3.1可得

( 1) ft (·) 在 [ a, b] 上一致 Lipschitz连续;

( 2) 映射 ( t , λ) ※ ft ( λ) 是上半连续的;

( 3) 对任意固定的 t ∈ [ a, b] , ft (·) 在任何 λ

∈ R
N 上是半光滑的 。

由于 F i (λ) =∫
b

a
f i (λ)dt , 由文献 [ 3] 的命题

3.1以及上述结论, 可得 F i是半光滑的。由于向量

函数半光滑当且仅当它的所有向量都是半光滑

的[ 7] , 所以函数 F 是半光滑的。定理得证 。

由函数 F i的半光滑性 、文献 [ 5] 的引理 2.3 、

文献 [ 3] 的推论 4.3和引理 4.4以及文献 [ 7] 的

命题3.1, 容易得到下面关于算法收敛性的定理,

证明略 。

定理 3　若{λk}是由算法 1在 ε=0时生成的

序列, 则此序列超线性收敛于方程 ( 3) 的解 λ＊ 。

5　数值实验

我们用MATLAB实现算法 1。取 k =3 , 终止

判断条件 ‖F (λk) -d ‖ ≤10-15 , ρ=0.5, σ=

0.1, δ=10
-9
, εk =min{δ, ‖F( λ

k
) -d ‖}。计算

得到的是所求样条函数的 k 阶导数截断多项式的系

数, 要得到原函数 f 还需要对该截断多项式作 k 次

不定积分 。为讨论方便, 这里只考虑 k =3时的计

算方法 。

首先, k =3时求得的分段截断多项式每段的

次数最高为 2, 可通过韦达定理求解每段的零点,

并考虑该段曲线的二次项系数 a 的符号。这里给

出区间左端点处的判别准则, 对右端点可作类似的
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处理:

( 1) 零点在区间外 (包括区间端点) 且 a <

0 , 则不截断;

( 2) 零点在区间外 (包括区间端点) 且 a >

0 , 则从区间端点处截断;

( 3) 零点在区间内且 a >0 , 则从零点处截

断;

( 4) 零点在区间内且 a <0 , 则从左端点至零

点部分截断;

另外还要考虑重根和无根的情况:

( 5) 重根且 a >0 , 则不截断;

( 6) 重根且 a <0 , 则从区间端点处截断;

( 7) 无根且 a >0 , 则不截断;

( 8) 无根且 a <0 , 则从区间端点处截断。

这样可获得新的节点序列 ki , i =1, …, m 。则

共有 ( m -1) 段次数不超过 2的曲线, 统一记为

a
2
ix +bix +ci , 由截断多项式 ( ∑

n-k

i=1
λiB i , k( t ) ) +

容易求得 a i, b i, ci , 对这 ( m -1) 个二次多项式作

不定积分3次, 得到 si =
1
60

aix
5+

1
24

bix
4+

1
6
cix

3+

1
2 dix

2
+eix +fi 。这些多项式又可分下列两种情况

讨论:

( 1) 对于没有被截断的多项式, 可在区间中添

加一个点 (文献 [ 8] ) , 加上两个区间端点共三个

插值条件, 可求得三个未知系数;

( 2) 对于被截断的多项式, 如图 1所示, 可将

相邻三段多项式综合考虑 。首先, 利用截断区间端

点处的连续性条件, 有

si-1( ki ) = si ( ki ) , s′i-1( ki ) = s′i ( ki ) ,

s″i-1( k i) = s″i ( k i ) , si ( ki+1) = si+1( ki+1) ,

s′i ( ki+1) = s′i+1( ki+1) , s″i ( ki+1) = s″i+1( ki+1)

加上 si-1 和 si+1各自一个插值条件, 同样的, 由于

截断的缘故, 在新节点 k i, k i+1 之间的插值曲线为

二次曲线, 因此, 在此区间中也添加一个点, 即再

加一个插值条件, 则三段多项式 9个未知系数共有

9个条件可建立方程组求解, 这是个线性方程组,

求解比较容易, 这里就不再赘述了 。上述情况 ( 2)

的特例就是被截断部分刚好在整个插值区间首尾两

个子区间时, 如图 2 、 3所示, 这时二段二次多项

式共有 3个插值和3个连续性条件, 同样可以求解。

例 1　N =5, k =3, t =0, 0.1, 0.4, 0.7,

0.8, 1, 1.2, 1.4 ;

y =1, 0.5, 0.3, 2.47, 3.77, 7.28, 12.35, 19.23

表中符号意义如下:λ0为初始点;n为插值点

图 1　截断区间曲线

Fig.1　The curve in the truncated interval

图 2　首端区间曲线

Fig.2　The curve in the first interval

图 3　末端区间曲线

Fig.3　The curve in the last interval

个数;It为迭代次数;‖F( λf ) -d ‖为迭代停止时

的误差;e 和 0分别为 R
N
中的全 1向量和全 0向

量 。图 4中实线是问题的解曲线, 点划线是普通的

五次样条曲线, 小圆圈是插值点 。
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表 1　数值结果

Tab.1　Numerical results

λ
0 n It ‖ F(λ

f
) -d ‖

e 8 8 4.4409e-016
0 8 8 0

-e 8 10 9.9301e-016
1000＊e 8 9 2.2204e-016

图 4　结果曲线

Fig.1　The resultant curve

6　结　论

例子显示算法简单有效, 而且得出的解既有较

高的连续性又克服了五次样条插值的振荡情况 。
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A Class of Best Interpolation Problems in a Convex Set

Solved by a Newton Algorithm

XIE Li_ling, GUAN Lǜ_tai

( Department of Scientific Computation and Computer Applications, Sun Yat_sen University,Guangzhou 510275, China)

Abstract:Discuss the general best interpolation problem ( k ≥3) :minimize∫
b

a
|D

k
y|

2
dt , subject to f ( ti ) =y i,

i =1, …, n;and f
( k ) >0 .The problem is reduced to a system of semismooth equations, and a semismooth Newton

algorithm is proposed to solve the system.The superlinear convergence of the proposed algorithm is shown.Then it is

discussed how to compute the interpolant from its computed derivative f
( k )

( t ) .The numerical example illustrates the

validity of these algorithms.

Key words:generalized Newton method;semismoothness;superlinear convergence;best convex interpolation
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