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摘　要:采取补充变量和母函数方法研究了有负顾客的 M/ G/1 重试可修排队系统, 其中负顾客的机制是带走

正在接受服务的正顾客和使得服务器处于修理状态。 文中给出了系统存在稳态的充分必要条件, 系统状态和

orbit (重试组) 队长的联合分布的母函数, 服务器处于空闲 、 工作和修理状态的概率, orbit的平均人数 L, 系统

的平均人数 K 和系统可靠度的 Laplace变换。
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　　1989年, Gelenbe[ 1]在研究神经网络模型时首

次引入了带有负顾客的系统。他把到达系统的顾客

分成两类:正顾客和负顾客。负顾客是一类特殊的

顾客, 他们并不需要接受服务, 到达系统对服务器

造成一定的影响后 (如带走正顾客) 立刻消失。根

据研究的需要, 负顾客对系统的影响大致分成以下

几种:单移除 ( Individual Removal ) , 整批移除

( Batch Removal ) , 灾 难 ( Disaster ) , 触 发 移 除

( Triggered Movement ) , 随机移除 ( Random Work

Removal) 。很多学者对此类排队系统进行了研究,

读者可以参考
[ 2-5]

。

负顾客可以看成是影响系统运作的干扰因素,

与负顾客相对应的是正顾客, 正顾客就是我们平常

所说的需要接受服务的顾客。正顾客也有多种多样

的行为方式。当正顾客来到系统却发现他们不能立

刻得到服务时, 他们可能会离开系统去办理其他事

情, 隔一段时间后重新申请服务, 这种行为被称为

“重试 ( Retrial) ” 。可修的重试排队系统已经有人

研究过, 读者可以参考文 [ 6-9] 。

负顾客和重试排队系统的结合是比较新的研究

方向, 在最近几年才出现过。比如, Artalejo.J.R

和A.Gomez_Corral[ 10]在1999年研究了带有负顾客的

单服务器重试排队系统。在他们这篇文章中, 负顾

客带走 Orbit中一个正顾客。他们得出了在稳态时

系统 状 态 所 对 应 的 母 函 数。 ArtalejoJ.R
[ 11]

,

Artalejo.J.R.和A.Gomez_Corral[ 12]也在这方面进行

了研究。

本文研究一个带有负顾客的 M/G/1重试可修

排队系统, 把负顾客, 修理和重试排队系统结合起

来, 服务器故障由负顾客引起。这样的模型更适合

于对通讯网络中的噪音 、信号干扰现象, 计算机网

络中的病毒干扰现象的研究 。

1　模型描述

考虑一个带有负顾客的 M/G/1重试可修排队

系统, 假设

1.到达系统的顾客有正顾客和负顾客两类,

它们的到达分别形成一个强度为 λ和λ-的泊松过

程 。

2.单服务器, 服务时间的累积分布函数是

G( x ) ,密度函数是 g( x) , 失效率函数为 μ( x) , 有

有限的一阶矩 β和二阶矩 β1 。

3.正顾客 (包括新到达的和重试的) 到达系

统时, 若发现服务器空闲, 则立刻接受服务, 服务

结束后立刻离开系统;若发现服务器处于工作或修

理状态, 则进入 Orbit中, 不断进行重试, 直到重

试成功 。重试时间服从参数为 δ的指数分布。

4.负顾客来到系统时, 若发现服务器处于空

闲或工作状态, 它使得服务器马上进入修理状态后

立即消失, 同时带走正在接受服务的正顾客 (若服

务器处于工作状态) ;若发现服务器处于修理状态,

负顾客自然消失, 不会对系统造成任何影响。

5.修理时间的累积分布函数是 H( x ) , 密度

是 h( x ) , 失效率函数为 r( x ) , 有有限的一阶矩 α

和二阶矩α1 。服务器发生故障后马上进行修理, 服

务器修好后进入空闲状态, 等待顾客到来 。

 收稿日期:2005-02-25

作者简介:伍慧玲 ( 1978年生) , 女, 助教;E_mail:angelling168@sohu.com

　
第 44 卷　增　刊
2005 年　6月

中山大学学报 (自然科学版)

ACTA　SCIENTIARUM　NATURALIUM　UNIVERSITATIS　SUNYATSENI

Vol.44　Sup.
Jun.　2005

　



6.以上各个随机变量相互独立 。

记F
＊
( s) 为分布函数 F ( x ) 的 L -S 变换,

即 F
＊
( s ) =∫

+∞

0
e-sxdF ( x ) , 记  F ＊( s) = 1 -

F
＊
( s) 。

2　系统存在稳态的充分必要条件

令广义工作时间  χ是从某个服务时刻开始到

这个服务完毕时刻 (若服务没中断) 或修理结束时

刻 (若服务由于负顾客到来而被中断) 所经过的时

间, η是负顾客到达的时间间隔, X 是服务时间,

Y 是修理时间。则有下面的定理 。

定理 1　 χ的密度函数是∫
t

0
λ-e-λ

-
x G( x ) h( t -

x)dx +g( t ) e-λ
-
t 。

证明　由指数分布的无记忆性,  χ的分布函数为

Χ( t ) =P ( χ≤ t ) =

P(  χ≤ t , η≤X ) +P( χ≤ t , η>X ) =

P( η+Y ≤ t, η≤X ) +P (X ≤ t, η>X ) =

∫
t

0
λ
-
e
-λ-x
 G( x ) H( t -x)d x +∫

t

0
g( x) e

-λ-x
d x

故  χ的密度函数为 Χ′( t ) =∫
t

0
λ-e-λ

-
x G( x) h( t -

x)dx +g( t ) e-λ
-
t 。

令 Yn ( n≥1) 是第 n 个闲期开始瞬间Orbit中

的正顾客数, 这里的闲期定义为服务器等待顾客到

来的持续时间, 则 {Y n, n ≥1}是一个马氏链。

定理 2　嵌入马氏链 {Y n , n≥1}存在稳态的

充分必要条件是 λ
 G＊ (λ-)
λ-

+λα G＊ (λ-) <1。

证明　首先证明它的充分性。根据 Foster准则

(参考文 [ 13] ) , 令 f ( j ) =j, 则有χj=∑
i
( i-j)·

P (Y n+1=i Y n=j ) 。

其中, 当 i<j-1和 j≥0时, P ( Y n+1=i Y n=j )

=0;当 i≥j-1时 P(Y n+1 = i|Y n =j ) =

P (第 n 个闲期的结束是由于负顾客的到达)·P

(在修理期间来了 i-j个正顾客) +P (第 n 个闲期

的结束是由于外部正顾客的到达)·P (在  χ内来了

i-j个正顾客) +P(第 n 个闲期的结束是由于Orbit

中的正顾客的到达)·P (在  χ内来了 i-j+1个正

顾客)  A1+A2+A3

A1 =
λ-

λ+λ-+jδ∫
+∞

0

e-λx( λx ) i-j

( i -j ) !
dH( x)

i ≥ j, j =0, 1, 2, …

A2 =
λ

λ+λ-+jδ∫
+∞

0

e-λu(λu) i-j

( i -j) !
dΧ( u)

i ≥j , j =0, 1, 2, …

A3 =
jδ

λ+λ
-
+jδ∫

+∞

0

e-λu( λu) i-j+1

( i -j +1) !
dΧ( u)

i ≥j -1, j =1, 2, …

综合上述结果, 我们得到

χj = ∑
i≥j

( i -j ) A1 +∑
i≥j

( i -j ) A2 + ∑
i≥j-1

( i -j ) A3 =

[ λλ-α+λ2
 G＊(λ-)
λ-

+λ2α G＊(λ-)] +[λ
 G＊(λ-)
λ-

+λα G＊(λ-) -1] δj

λ+λ-+jδ

j =0, 1,2, …

由于 P (Y n+1=i Y n=j ) >0, i≥j-1, 所以可知

{Y n, n ≥1}是不可约非周期的马氏链, 且 χj 对

所有j ∈N 有限, 若 λ
 G＊(λ-)
λ-

+λα G＊( λ-) <1,

必存在 ε满足 0<ε<1-λ
 G＊( λ-)
λ-

-λα G＊( λ-) ,

使得除有限个 j 外, 均有 χj ≤-ε。由 Foster准则

(参考 [ 13] ) , 充分性得证 。

现在证明其必要性。由 χj 的表达式知道对所

有 j≥0, χj <+∞。而若 λ
 G＊(λ-)
λ-

+λα G＊( λ-)

≥1, 必存在 j0=1, 当 j≥j 0时, χj≥0。由Kaplan

条件 (参考文 [ 13] ) , {Y n, n ≥1}不是遍历的,

矛盾。

下面在稳态条件下研究此系统的各项稳态指

标 。

3　系统的稳态方程组

令 C ( t ) 为服务器在时刻 t 所处的状态。

C( t) =0, 1, 2分别表示服务器在时刻 t 处于空

闲, 工作和修理状态。若 C( t) =1, ζ( t ) 表示时

刻 t 正在接受服务的正顾客已逝去的服务时间;若

C( t) =2, ζ( t ) 表示在时刻 t 服务器已逝去的修

理时间。 N( t) 是在 t 时刻Orbit中正顾客的人数。

则 {C( t) , N( t ) , ζ( t ) , t≥0}是马氏过程 。

对 n≥0, 令

In( t ) =P( C( t ) =0, N( t ) =n)

Bn( t , x )dx =P( C( t ) =1,

N( t ) =n, x <ζ( t ) ≤ x +d x)

Rn( t , x )dx =P( C( t ) =2,

N( t ) =n, x <ζ( t ) ≤ x +d x)

在此令 B-1( t , x ) =0, R-1( t , x ) =0, 初始条

件是　P ( C(0) =0, N(0) =0) =1。

当系统存在稳态时, 记 In = lim
t※+∞

In ( t ) , Bn ( x ) =

lim
t※+∞

Bn ( t , x) , Rn( x) = lim
t※+∞

Rn( t , x) 。

根据模型描述, 我们得到系统的稳态方程组:

( λ+λ-+nδ) In =∫
+∞

0
Rn( x) r( x)d x +
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∫
+∞

0
Bn( x ) μ( x)dx 　　n ≥0 (1)

dBn ( x)

dx
=-[ λ+λ-+μ( x) ] ·

Bn ( x) +λBn-1( x) 　　n ≥0 (2)

dBn( x )

dx
=-[ λ+r( x )] ·

Rn ( x) +λRn-1( x) 　　n ≥0 (3)

边界条件:

Bn(0) =λIn +( n +1) δIn+1　n ≥0 (4)

Rn(0) =λ
-
In +λ

-∫
+∞

0
Bn( x)d x, 　n ≥0　 (5)

上述方程组满足归一化条件:

∑
+∞

n =0
In +∑

+∞

n=0∫
+∞

0
Rn( x)d x +∑

+∞

n=0∫
+∞

0
Bn( x)dx =1

(6)

为了解方程 ( 1) - ( 3) , 定义下面的母函数:

I( z ) = ∑
+∞

n=0
Inz

n
, 　B( x, z) =∑

+∞

n =0
Bn ( x) z

n
,

R( x , z) =∑
+∞

n =0
InRn ( x) z

n

将( 1) -( 5)乘以 z
n
,再令 n从0到+∞求和,整理得

(λ+λ
-
) I( z) +δzI′( z) =

∫
+∞

0
R( x , z) r( x) dx +∫

+∞

0
B( x, z) μ( x )dx (7)

 B( x, z )
 x =-[ λ-λz +λ

-
+μ( x )] B( x, z) 　(8)

 R ( x, z)
 x

=-[ λ-λz +r( x) ] R ( x, z) (9)

B (0, z ) =λI ( z) +δI′( z ) (10)

R (0, z) =λ- I( z) +λ-∫
+∞

0
B( x , z)d x (11)

归一化条件 ( 6) 变成

I(1) +∫
+∞

0
R( x, 1) dx +∫

+∞

0
B ( x , 1) dx =1

(12)

结合式( 10) ,方程( 8)的解是

B ( x, z) =[ λI( z ) +δI′( z) ]  G( x) ·

exp[ -(λ+λ--λz) x] (13)

结合 ( 11) 和 ( 13) , 方程 ( 9) 的解是

R( x , z ) =

{λ- I( z) +λ-
[ λI ( z ) +δI′( z) ]  G＊(λ+λ--λZ)

(λ+λ--λz )
}·

 H( x )exp[ -(λ+λ-λz)] (14)

将( 13)和( 14)代入( 7) ,得

P( z ) I′( z) =Q( z) I( z) (15)

其中

P( z) =δz -δG＊( λ+λ--λz) -

λ-δH＊(λ-λz)
λ+λ--λz

 G＊(λ+λ--λz )

Q( z) =-(λ+λ
-
) +λG

＊
( λ+λ

-
-λz) +

λ-H＊( λ-λz) +λλ
-
H
＊
(λ-λz)

λ+λ--λz
 G＊(λ+λ--λz)

由于 I′( z) , I ( z)都不等于 0, 所以 P( z)和 Q( z )必

有相同的零点 。消去 P ( z )和 Q( z )的公共因子后

Q( z )
P ( z)

在解 z ≤1解析,故任取 z( z ≤1) , 积分∫
1
z

Q( x )
P ( x)

dx 存在 。

解方程( 15) ,得

I( z) = I (1) exp[ -∫
1

z

Q( x)
P( x )

d x] ( 16)

在 ( 15) 中令 z※1, 得

I′(1) =lim
z※1

Q( z)
P( z)

I(1) =
Q′( 1)
P′(1)

I (1) =

λλ-α+λ2α G＊( λ-) +
λ2 G＊( λ-)
λ
-

δ[ 1-λα G＊(λ-) - G＊( λ-)
λ
λ-
]

I(1)

从而由( 12) , ( 13)和( 14)式, 得

I(1) =
1-λα G

＊
(λ
-
) -

λ
λ
- G

＊
( λ
-
)

1+λ-α
总结上述所得结果, 有以下定理 。

定理 3　在稳态条件下, 服务器状态与 Orbit

队长的联合分布的母函数是

I( z ) =
1-λα G

＊
(λ
-
) -

λ
λ
- G

＊
( λ
-
)

1+λ-α
·

exp[ -∫
1

z

Q( x)
P( x)

dx] ( 17)

B ( x , z) =[ λI ( z) +δI′( z )]  G( x ) ·

exp[ -( λ+λ-+λz) x]

R ( x, z) =[ λ- I( z) +λ-
λI ( z) +δI′( z )
( λ+λ--λz)

·

 G
＊
( λ+λ

-
-λz) ]  H( x ) exp[ -(λ-λz) x]

进一步有:

B ( z) =∫
+∞

0
B( x , z) dx =

λI( z) +λ- I′( z )
λ+λ--λz

·

 G＊(λ+λ--λz) ( 18)

R ( z) =∫
+∞

0
R( x , z)d x =

[ λ- I ( z) +λ-
λI ( z) +δI′( Z)
λ+λ--λz

 G＊(λ+λ--λz) ] ·

 H ＊( λ-λz)
λ-λz

( 19)

定理 4　当系统处于稳态时, 服务器处于空
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闲, 工作和修理状态的概率 I, B , R 分别为

I = I(1) =
1 -λα G＊( λ-) -

λ
λ-
 G＊(λ-)

1+λ
-
α

B =B (1) =lim
z※1∫

+∞

0
B ( x, z)dx =

λα G
＊
(λ
-
) +

λ
λ
- G

＊
( λ
-
)

1+λ
-
α

R =R(1) =lim
z※1∫

+∞

0
B( x, z )dx =

λ-α
1 +λ-α

令Orbit中的正顾客人数的概率分布对应的母

函数为 L( z ) , Orbit 中的平均顾客数是 L 。则有

L( z) =I ( z ) +B ( z ) +R ( z) , 所以 L =[ I′( z) +

R′( z) +B′( Z) ] z=1

令系统中正顾客人数的概率分布对应的母函数

为K ( z) , 系统的平均人数为 K 。则有K ( z) =I( z)

+zB ( z) +R( z) ,所以 K=K′( z) z=1=L+B(1)

对( 17) , ( 18)和( 19)求导, 再令 z=1, 即得定理 5。

定理 5　Orbit中的平均人数 L 和系统中的平均

人数 K 为

L = I′(1) +B′(1) +R′(1) =

[ S1 + G
＊
( λ
-
) S 2] I(1) , 其中

S1 =
Q′(1)
P′(1)

+λ-α
Q′(1)
P′(1)

+
λλ
-
α1

2
-

λ2ζ(1+λ-α)
λ-

-
λδζ(1+λ-α)

λ-
Q′(1)
P′(1)

S2 =
1+λ-α
(λ-) 2

[ λλ-
Q′(1)
P′(1)

+λδ
Q′(1)
P′(1)

+λ2] +

[
λ
2
α1
2
+
λδζ
2

Q′(1)
P′(1)

] +
1+λ-α
λ
- ·

δ
2[ Q′(1) ] 2 +P′(1) Q″(1) -P″(1) Q′(1)

2[ P′(1) ] 2

ζ=∫
+∞

0
xg( x) exp(-λ- x) dx

K = I′(1) +B(1) +B′(1) +R′(1) =

L +
λα G＊(λ-) +

λ
λ-
 G＊( λ-)

1+λ-α

定理 6　系统可靠度 F ( t ) 的 Laplace 变换是

 F ( s) =
1

λ-+s
。

证明　令服务器的修理状态是吸收状态, 列出

瞬态方程组, 得

dIn( t )

dt
=-[ (λ+λ-) +nδ] In( t ) +

∫
+∞

0
Bn( t , x) μ( x)d x　n ≥0

 Bn( t , x )

 t
+
 Bn( t , x)

 x
=

-[ (λ+λ-) +μ( x) ] ·

Bn( t , x) +λBn-1( t , x ) 　n ≥0, x >0

边界条件为

Bn( t , 0) =λIn( t ) +( n +1)δIn+1( t )

初始化条件为　I 0 (0) =1

令

 I ( s, z) =∑
+∞

n=0
[∫
+∞

0
e-stIn( t) dt] z

n
,

 B ( s, x , z) =∑
+∞

n =0
[∫
+∞

0
e-stBn ( t )dt] z

n

结合边界条件和初始化条件, 上述方程变成:

δz
  I ( s, z)
 z

=-( λ+λ-+s) I ( s, z) +

∫
+∞

0
 B ( s, x , z) μ( x )dx +1 ( 20)

  B ( s, x, z)
 x

=

-[ λ+λ-+s+μ( x) -λz]  B ( s, x, z) ( 21)

 B ( s, 0, z) =λ I ( s, z) +δ
  I ( s, z)
 z

( 22)

结合( 22) ,方程( 21)的解为

 B ( s, x, z ) =

[ λ I ( s, z) +δ
  I ( s, z)
 z

]  G( x ) e-(λ+λ
-
+s-λz) x

( 23)

将( 23)代入( 20)中并令 z=1, 整理得
  I ( s, z )
 z

|z=1 =

1+ I ( s, 1) [ -( s+λ+λ-) +λG＊( s+λ-) ]
δ G＊( s+λ-)

( 24)

从而

 F ( s) = I ( s, 1) +∫
+∞

0
 B ( s, x , 1)dx =

1

λ-+s
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An M/G/1 Retrial Queue with Individual Removal and Repair

WU Hui_ling , YIN Xiao_ling

(Nanhai College of South China Normal University,Guangdong Nanhai 528225, China;

Statistics Department, Sun Yat_sen University ,Guangzhou 510275, China)

Abstract:This paper studies an M/G/1 retrial queuing system with negative customers and repair in which the

mechanism of negative customers is not only to take the positive customers being served away, but also to make the server

under repair.Applying the supplementary variable and generating function approach , we derive some important indexes

such as the necessary and sufficient condition for the system to be stable, the combined generating function of system

status and orbit length, the probability of system is busy, idle or under repair.In the last part of the paper, the Laplace

transformation of the reliability function is presented.

Key words:negative customers;retrial queuing system;repairable system
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