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摘　要:设 E 为系数在F 上的多荐式 f( x) 的分裂域, 若 f ( x) 在 F 上根式可解, 则 E 必含在F 的一个重复根

式扩张中, 而 E 不一定是F 的重复根式扩张。本文继续探讨了这一问题, 当 CharF n=deg( f( x) ) 时证明:( 1)

若Galiois 群 Gal( E/ F) 可解, E 包含p i次本原单位根, 则 E 是F 的重复根式扩张, 这里 pi 是 deg( f( x) ) 的全部

素因子;( 2) 若 E 是F 的重复根式塔, 则 E 包含 pi 次本原单位根;并讨论了 n =2spt11 p
t
22 …p t

kk , p i 为 Fermat素数

的情形。
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1　概念和背景

首先给出几个基本概念。设 K 是域F 的扩张 。

若存在 α∈K 和正整数n 使得K=F (α) , αn ∈F ,

则K 称F 是的根式扩张。当 [ K∶F] =n 时, 又

称K 是F 的单根式塔 ( simple radical tower) 。一般

地, 若存在子域链 F=F0 F1 … Fr=K, 使得

F i是F i-1的根式扩张, i =1, 2, …, r , 则称 K

是F 的重复根式扩张 ( repeated radical extension) 。

当 F i是F i-1的单根式塔时, i =1, 2, …, r , 又

称K 是F 的根式塔 ( radical tower) 。设 f ( x ) 是 F

上次数大于 0的多项式, E 是 f ( x ) 在 F 上的分裂

域, 如果存在 F 的一个重复根式扩张L, 使得 E 

L, 则称方程 f ( x) =0在 F 上可用根式解。

显然, 若方程 f ( x) =0在 F 上可用根式解,

则 E 必含在 F 的一个重复根式扩张中 。有时, E

还可以含在F 的一个根式塔中 ( [ 1] , 第八章定理

11) 。然而, E 不一定是F 的重复根式扩张。例如,

取 F =Q, 其中 Q 表示有理数域, f ( x) =x
3
-6x

+3∈F[ x] , 此时 E 就不是F 的重复根式扩张[ 2] 。

在文 [ 2] 中, Isaacs证明了在某些条件下, E 是F

的重复根式扩张 。本文继续探讨了这一问题, 并给

出了 E 是F 的重复根式扩张 (或根式塔) 的一些

充分条件和必要条件 。在本文中, 若无特别声明,

F 是域, f ( x) 是 F 上次数大于 0的多项式, E 是

f ( x) 在 F 上的分裂域, [ E∶F] =n>1。

2　一些引理

下面的引理 1是文 [ 3] 中定理 22.8的一种特

殊情形 。

引理1　设 K 是F 的扩域, 且 F 含有一个p次

本原单位根, 其中 p 为素数, 则下列条件等价:

①K 在F 上是 Galois的, 且 [ K∶F ] =p 。②K =

F( α) , α F , α
p
∈F 。

引理 2　 (1) p
s
q
t阶群是可解群, 其中 p 和q

均为素数 ( [ 4] , 第二章定理 7.4) 。

(2) 奇数阶群是可解群。[ 5]

下面的引理 3是文 [ 6] 中定理 3.5.3的一个

推论。

引理3　设 m 是正整数, charF m, ξ是m 次

本原单位根, 则Gal( F ( ξ) /F ) 的阶是 φ( m) 的

一个因子, 其中 φ是欧拉函数 。

引理 4 ( [ 7] , 第三章第 3节定理5) 　设 p1,

p2, …, pk 是不同的素数, φ是欧拉函数, 则

φ( p1, p2…pk) = ( p1-1) p2-1) … ( pk-1) 。

引理5 ( [ 8] , 第五章引理9.3) 　设K 是F 的

重复根式扩张, 若 L 是K 在F 上的正规闭包, 则

L 也是F 的重复根式扩张。

3　主要结论

定理 1　设 charF n, 若, 1) Gal( E/F ) 是可

解群;2) E 包含pi 次本原单位根, 其中 pi 是n 的
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全部不同的素因子, i =1, 2, …, s, 则 E 是 F

的重复根式扩张 。

证明　因为 E 是 f ( x ) 在 F 上的分裂域, 且

charF n, 所以 E 是F 的有限 Galois扩张。设 εi 是

pi 次本原单位根, i=1, 2, …, s , 令 ε=ε1ε2 …

εs, m =p1p2…ps, 则 ε是m 次本原单位根。由于

E 包含εi , 故 E 也包含ε。令 K =F ( ε) , 根据

Galois理论基本定理, Gal ( E/K ) 是 Gal( E/ F ) 的

子群 。因为可解群的子群仍是可解群, 所以 G =

Gal( E/K) 是可解群。于是有合成群列 1=G0 G1

 …Gr-1 Gr=G, 使得 Gi/Gi-1为素数 n i 阶循环

群, i=1, 2, …, r 。在 Galois对应下得到子域链

E=K0 K1 … Kr-1 Kr =K, 其中 K i 与Gi 对

应, 并且K i-1在 K i 上是 Galois的, 由 [ K i-1∶K i]

=ni , i =1, 2…, r。由 [ K i-1∶Ki ]  [ E∶F]

知, n i︱n 。因为 n i为素数, 所以 ni 等于p1, p2,

…, ps 中的某一个 。显然K i 包含m 次本原单位根

ε, i =1, 2, …, r, 从而也包含 pj 次本原单位

根, j=1, 2, …, s。这样 K i 包含 ni 次本原单位

根。由引理 1 知, Ki-1是 K i 的单根式塔, 因此 E

是K 的根式塔。又因为 K=F (ε) , 而 εm =1 ∈F ,

所以 K 是F 的根式扩张, 于是 E 是F 的重复根式

扩张 。

推论 1　设 charF n, 令 m 是n 的全部不同的

素因子之积 。若 F 包含 m 次本原单位根, 则 E 是

F 的根式塔当且仅当Gal( E/ F) 是可解群 。

推论 2　设 charF ≠2, 若 n 为 2的方幂, 则 E

是F 的根式塔。

注:从定理 1的证明过程中容易看出, 推论 2

的结论可以更强些, 即若 charF ≠2, 则 E 是F 的

重复二次扩张当且仅当n 为 2的方幂 。因为特征不

为2的域的二次扩张是单根式塔, 所以重复二次扩

张是根式塔。

定理 2　设 charF n, 若 E 是F 的根式塔, 则

E 包含p i次本原单位根, 其中 pi 是 n 的全部不同

的素因子, i=1, 2, …, s。

证明　设 F =F1  F2 … Fr+1 =E , 其中

[ F i+1:F i ] =n i >1, F i+1 =F i ( αi ) , α
n
ii =αi ∈

F i , i =1, 2, …, r 。不妨设 ni 为素数 。由

[ F i+1:F i ] =ni 知, fi ( x) =x
n
i -a i 上不可约 。

因为 charF n, 而 ni n, 所以 charF n i, 从而

f i ( x)在 F i 可分, 这样 f i ( x ) 有 ni 个不同的根αi ,

εiαi , …, ε
n
i
-1

i αi , 其中εi 为 ni 次本原单位根 。由

于 E 在F 上正规, 所以 E 在F i 上也正规且包含 fi

( x) 的一个根 αi , 因此 E 包含 fi ( x ) 的全部根,

从而包含εi 。又因为 n=[ E∶F] = [ Fr+1∶Fr] …

[ F2∶F 1] =nr …n1, 所以 n1, n2, …, nr 就是 n

的全部素因子 (可能有相同的) 。于是 E 包含pi 次

本原单位根, i=1, 2, …, s。

定理3　设 charF n 。

1) 若 n=2spt , 其中 s 为非负整数, t 为正整

数, p 为Fermat素数, 则 E 是F 的根式塔当且仅

当E 包含p 次本原单位根 。

2) 若 n=p t
11 p

t
22 …p

t
kk , 其中 p1, p2, …, pk 是

不同的 Fermat 素数, t1, t 2, …, tk , k 均为正整

数, 则 E 是F 的根式塔当且仅当E 包含p i 次本原

单位根, i=1, 2, …, k 。

证明　1) 必要性　由定理 2可知。

下证充分性。依题意, E 是F 的有限Galois扩

张, 所以 Gal ( E/F )  =n =2spt 。由引理 2 知,

Gal( E/ F) 是可解群, 因此 E 和F 满足定理1的条

件 。从定理 1的证明过程中可知, E 是F ( ε) 的根

式塔, 其中 ε是 2p 次本原单位根。由 charF n

知, charF 2p 。故 x
2p-1在 F 上可分 。显然 F(ε)

是 x
2p-1在 F 上的分裂域, 从而 F(ε) 是 F 的有

限Galois扩张, 于是[ F (ε) :F] = Gal ( F ( ε) /F 。

根据引理 3 , [ F ( ε) :F]  φ( 2p ) 。因为 p 是 Fermat

素数, 由引理 4知, φ( 2p) =φ(2) φ( p) =(2-1)

( p-1) =p-1为 2 的方幂 。再根据推论 2, F (ε)

是 F 的根式塔, 于是 E 是F 的根式塔。

2) 同理可证。

注:目前已知的 Fermat素数有 3, 5, 17, 257,

65537。

定理 4　假设 f ( x ) 在 F 上不可约, 且有一

个根含在 F 的扩张K 中, 而 K E 。

1) 若 K 是F 的重复根式扩张, 则 E 也是F 的

重复根式扩张。

2) 设 n=2s
p
t
11 p

t
22 …p

t
kk , 其中 pi为Fermat素数,

s和 ti 为非负整数, k 为正整数, i =1, 2, …,

k , charF N 。若 K 是F 的根式塔, 则 E 也是F 的

根式塔 。

证明　1) 依题意, E 是K 在 F 上的正规闭

包, 由引理 5即得 。

2) 设 F =F0  F 1  …Fr =K, 其中, F i =

F i-1(αi ) , α
n
ii =αi ∈F i-1, ni = [ F i:F i-1] , 不妨

设 n i为素数, i =1, 2, …, r 。类似于定理 2的

证明, 可以证明 E 包含n i 次本原单位根εi , i=1,

2, …, r, 不妨设 n1, n2, …, nt 是 [ K :F ] 的

全部不同的素因子, 1≤t≤r。令 m =n1n2…nt , ε

=ε1ε2…εt , 则 ε是m 次本原单位根且 m n 。令

K0=F(ε) 。易知 K0 包含 n i 次本原单位根εi , i=
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1, 2, …, t 。设Gal ( E/F ) ={σ1, σ2, …, σl}。令

K1=K0 (α1, σ1( α1) , …, σi ( α1) ) 。显然, 对任意 τ

∈Gal( E/ F) , 都有 τ(K1)  K1, 故 K1 在 F 上正

规。从 K0 到 K1 有一个扩张链 K0  K0 ( α1 )  

K0( α1, σ1(α1) )  … K1 。因为α
n
11 =α1 ∈ F  K0,

σi (α1)
n
1=σi (α

n
1i ) =σi (α1) =α1 ∈K0, i=1, 2, …, l ,

所以根据引理 1, 在上述扩张链中, 后一项是前一

项的单根式塔 (后一项有可能等于前一项) 。于是

K1是 K0 的根式塔。令K2=K1( α2, σ1 ( α2) , …, σl

(α2) ) , 同理可证 K2 在 F 上正规, 并且 K i 是K1

的根式塔 。如此继续下去, 得到一个扩张链 F  

K0 K1  … Kr , 其中 K i 在F 上正规, 并且 Ki

是Ki-1的根式塔, i=1, 2, …, r 。显然 Kr 是K0

的根式塔且 K r 包含α1, α2, …, αr , 因此 K  Kr 。

又由于 Kr  E, 而 E 是K 在F 上的正规闭包, 所

以K r =E 。于是 E 是K0 的根式塔 。由 charF n

知, charF m 。根据引理 3, [ F (ε) :F ] 整除 φ

(m ) 。由于 n i n, 而 n i为素数, 所以 ni 等于 2或

p1, …, pk中的某一个 。因为 p i为 Fermat素数, i

=1, 2, …, k , 所以根据引理 4, φ( m ) =φ( n1)

φ( n2) …φ( n t ) =( n1-1) ( n2-1) …( nt -1)为 2的

方幂。由推论 2 知, K0 =F ( ε) 是 F 的根式塔,

于是 E 是F 的根式塔 。

推论 3　假设 charF =0, 且 f ( x) 在 F 上不可

约, α是 f ( x ) 的任一个根。

1) 若 F (α) 是 F 的重复根式扩张, 则 E 也是

F 的重复根式扩张 。

2) 若 F ( α) 是 F 的根式塔, 且 deg f≤6, 则

E 也是F 的根式塔。

证明　1) 显然成立 。下证 2) 。设 deg f =m ≤

6, G=Gal ( E/ F ) , 因为 f ( x ) 是 F 上的不可约

可分多项式, 所以 G同构于Sm 的一个子群, 因此

 G 整除 Sm 。由 m ≤6知,  Sm 整除 S 6 。由于

E是F 的有限 Galois扩张, 故 n =[ E:F ] = G 。

由以上知, n 是 S 6 的因子。因为 S6 =2
4·32·5,

所以 n 的素因子最多只有 2, 3, 5。根据定理 4,

结论2) 成立 。
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Splitting Fields and Repeated Radical Extensions

ZHANG Wen_hua, JIANG Xiao_long

( Department of Mathematics, Sun Yat_sen University, Guangzhou 510275, China)

Abstract:Let f ( x ) be non_constant polynomial over a field F with E its splitting field.If f ( x ) =0 can be solved

radically over F , E is contained in a repeated radical extension, while it not necessarily a repeated radical extension

itself.When CharF n=deg( f ( x ) ) , this paper continues the discussion and proves that:( 1) If the Galois groupGal

( E/ F) is solvable and E contains the pi_th primitive roots of unity, then E is a repeated radical extension, where, pi

is the prime factor of n;( 2) If E is a repeated radical tower, then E contains the pi_th primitive roots of unity;Cases

like n=2s
p
t
11 p

t
22 …p

t
kk , pi is a Fermat prime, are also discussed.

Key words:splitting field;repeated radical extension;radical tower;primitive root of unity
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