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摘　要:将判定两棵树的同构问题转化成 “图的同构” 问题和 “两棵树根结点之间的对应关系” 问题的判定。

基于图与树的关系 , 提出一种自底向上分层遍历图结点 (Bottom_Up Layer Traversing)的方法 , 简称 BULT 方法 ,

解决以上两个问题 , 从而得到一种线性的时间复杂度与空间复杂度的树同构判定算法 , 并给出了算法正确性证

明。该算法很容易扩展为图同构的判定算法。
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　　本文讨论的图都是有限 、 简单 、无向和无环的

连通图 , 下面只简称图。

树是带有一个根结点的图
[ 1]
。对树算法的研究

是图论与算法中的热点问题 , 其中包括对树同构问

题
[ 2 ,3]

、子树同构问题
[ 4, 5]

、 树的比较问题
[ 6]
和生成

树算法
[ 7 ,8]
的研究 。

两棵树同构 , 当且仅当这两棵树根结点的孩子

之间存在一一对应关系 , 并且以孩子结点为根的子

树也同构
[ 2]
, 判定两棵树的同构问题可转化成二个

相关问题的判定 , 即:“图的同构” 问题和 “两棵

树根结点之间的对应关系” 问题。本文提出的自底

向上层次遍历结点(Bottom_Up Layer Traversing)的树

同构判定算法(下面简称 BULT 算法)就是通过解

决这上述 2个问题得到。

1　算法的主要思想

为了清晰地描述 BULT 算法的主要思想 , 我们

引入一些新概念:结点的层次 、 图的层数 、第 i层

结点集 、 层次划分 、 结点的生成树和第 i 层子树

集。

定义 1　对图 G ,  v ∈ V(G), 结点 v 的层次

LG(v)递归定义如下:

(1)若 degG(v)∈{0 ,1}, 则 LG(v)=1;

(2)若 degG(v)∈{0 , 1}, 则 LG(v)=k , 其中

G=G-{u LG(u)<k 且 k ≥1}, v ∈V(G′)。

定义 2　图 G的层数L(G)=max({LG(v) v

∈V(G)})。

定义 3　图 G 的第 i(1≤i ≤L(G))层结点集

VG(i)={v v ∈V(G)且 LG(v)=i}。

定义 4 　对图 G , 称{VG(1), VG(2), … , VG

(L(G))}为图 G的层次划分。

由定义 1和定义 4 可知:VG(1)∪ VG(2)∪ …

∪VG(L(G))=V(G),且 VG(i)∩ VG(j)= , i , j =

1 ,2 , … ,L(G)且 i≠j。

定义 5　对图 G ,  v ∈V(G), 结点 v 的生成

树 TreeG(v)是指以 v 为根 、 以 TreeG(v1), …,TreeG

(vk)为子树的树。其中 , vj ∈{vi vvi ∈ E(G)并且

LG(vi)<LG(v)}, j=1 ,2 , … , k 。

由定义 5可知:当 LG(v)=1时 , TreeG(v)=

G[{v}] ;当 LG(v)>1 时 , TreeG(v)=G[{v}∪

V(TreeG(v1))∪ … ∪ V(TreeG(vk))] , 其中:vj ∈

{vi vvi ∈ E(G)且 LG(vi)<LG(v)}, j =1 ,2 , …, k 。

定义 6 　图 G 的第 i 层子树集 TSG (i)为:

TSG(i)={TreeG(v) LG(v)=i}。

由上述定义可以得到以下结论。

引理1　任意一个图只有唯一的层次划分 。

引理 2　任意一个图的最高层结点集只能包含

一个或 2个结点。

证明　下面用反证来证明。

假设:存在一个图 G , 其最高层结点集至少包

含 3 个结点:v1 、 v2 和 v3 。令 G=G [ v1 , v2 ,

v 3] 。又由 G的连通性 、定义 1和定义 5可知:G′

也是连通的。因此 , 至少存在一个结点 vi(i ∈{1 ,

2 ,3}), 使得:dG(vi)=2。不妨假设 , dG(v3)=

2 , 即:v3v 1 ∈E(G′), v3 v2 ∈E(G)。由 G无环性
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可知:dG′(v 1)=dG′(v2)=1。由定义 1可知:v1 ,

v2 与 v3 不可能在同一层上 , 假设相矛盾 。引理 2

得证 。

引理 3　任意 2个同构图 G1 和 G2 , 若函数 f :

V(G1)※V(G2)是 G1 和 G2 的同构映射 , 则有:

VG
2
(k)={f(v) v ∈VG

1
(k)},1≤k≤L(G1)。

证明　下面对 k (1≤k ≤L (G1))用归纳法

进行证明。由定义 2 和 G1 与 G2 同构可知:

L(G1)=L(G2)。

(1)当 k =1时 , 由 G1和 G2 同构易得

VG
2
(1)={f(vi) LG

1
(vi)=1}。

(2)假设:当 k <n 时 , 结论成立。

(3)下面用反证法证明:当 k =n 时 , 命题也

成立 。假设:{f(v) v ∈VG
1
(n)}=VG

2
(n)不成立 。

不妨再假设{f(v) v ∈ VG
1
(n)} VG

2
(n)不成立 。

任取一个结点 v∈{f(v) v ∈ VG
1
(n)}-VG

2
(n)。

由 G1 和 G2 同构可知:存在 v ∈ VG
1
(n), 满足:

f(v)=v。

假设:LG
2
(v)=m 。则 m ≠n 。下面分 m <n

和m >n 两种情况证明:

(3.1)m <n

由归纳假设可知:VG
2
(m)={f (v) v ∈

VG
1
(m)}。所以 , LG

1
(v)=m ,与“ v ∈ VG

1
(n)”矛

盾。

(3.2)m >n

由定义 1 可知:G2 中存在一个结点 v1 , 满

足:LG
2
(v1)=LG

2
(v)-1 ,且 v1 v∈E(G2)。

则有:LG
2
(v1)=m-1≥n 。

令 v1 =f(v1), 则有:v1 ∈ V(G1)。由 G1 与 G2

同构和归纳假设可知:v1v ∈E(G1)且 LG
1
(v1)≥n 。

根据 m>n和同构图具有相同的层数可知:结

点 v 不是G1的最高层结点。所以 , LG
1
(v 1)>n 。

又由定义 1 可知:v1 是 G1 中唯一满足:

LG
1
(v 1)>n 且 v1v ∈E(G1)的结点 。

进而 , 由 G1 与 G2 同构和 f(v)=v可知:v1

是G2中唯一满足:LG2(v1)≥n , 且 v1v∈ E(G2)

的结点 , 而至少有一个层数大于 n 的结点(v)与

v1 相连 。因此 LG
2
(v1)≥LG

2
(v),与“ LG

2
(v 1)=

LG
2
(v)-1”矛盾 。

由(3.1)和(3.2)两种情形可知:{f(v) v ∈

VG
1
(n)} VG

2
(n)。同理可证:VG

2
(n) {f(v) v ∈

VG
1
(n)}。因此 ,{f(v) v ∈VG

1
(n)}=VG

2
(n)。

定理 1　任意两个图 G1和 G2 同构的充要条件

是:L(G1)=L(G2),并且当1≤k ≤L(G1)时 , 都存

在双射函数 fk :TSG
1
(k)※TSG

2
(k)满足: T ∈

TSG
1
(k)有:T 与 f k(T)同构 。

证明

(1)充分性

令 w=L (G1)。

由前提和引理 2可知: VG
1
(w) = VG

2
(w) =

1或者 VG
1
(w) = VG

2
(w) =2。

下面根据 VG
1
(w) 的值分 2种情况讨论:

(1.1)若 VG
1
(w) = VG

2
(w) =1

不妨设 VG
1
(w)={r1}, VG

2
(w)={r 2}, 则

TSG
1
(w)={TreeG

1
(r 1)}, TSG

2
(w)={TreeG

2
(r2)}。

由前提条件可知:TreeG
1
(r1)与 TreeG

2
(r2)同

构 。由定义 5 , G1 和 G2同构。

(1.2)若 VG
1
(w) = VG

2
(w) =2

不妨设 VG
1
(w)={v11 , v12}, VG

2
(w)={v21 ,

v 22};TreeG
i
(vij)=Tij ,(i , j =1 ,2)。

不失一般性 , 令 fw(T1j)=T 2j , j =1 , 2;则

T1 j与T2j同构。

不妨设 fwj为T 1j与T 2j之间的同构映射 , j =1 ,

2;如下构造双射函数 f:V1 ※V2

f(v)=
fw1(v)　v ∈ V(T 11)

fw2(v)　v ∈ V(T 12)

下面证明:f是G1 和 G2 的同构映射。

由于 fwj是T1 j与T2j之间的同构映射 , V(T11)∩

V(T12)= , V(T21)∩ V(T 22)= , V(T11)∪ V(T12)

=V(G1), 并且 V(T21)∪ V(T 22)=V(G2), 因此 f

是V (G1)到 V (G2)的双射函数。则还需证明:

 v1 v2 ∈E(G1)有:f(v1)f(v 2)∈E(G2)。下面根据

G1 中任意边 v 1v2 所在的位置分 3种情况讨论。

(1.2.1)　v1 v2 ∈E(T 11)

则 f(v1)=fw1(v1)∈ V(T21), f(v2)=fw1(v2)

∈V(T21)。又由 fw1是 T11和 T 21的同构映射和 v1v 2

∈E (T11)可知:f(v1)f(v2)=fw1(v1)fw1(v2)∈

E(T 21)。因此 , f(v1)f(v 2)∈E(G2)。

(1.2.2)　v1v2 ∈ E(T12)

与(1.2.1)同理可得:f(v1)f(v 2)∈E(G2)。

(1.2.3)　v1 v2 =v11 v12

不失一般性 , 设 v1 =v11 , v2 =v12 , 则有 v11 ∈
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V(T11), v12 ∈ V(T12)。由 f的定义可得:f(v1)=

fw1(v1)=fw1(v11)=v21 , f(v 2)=fw2(v2)=fw2(v12)

=v22 。又由定义 1和 G2 的连通性可知:v21 v22 ∈

E(G2)。因此 , f(v1)f(v2)∈ E(G2)。

综上所述 f是G1 和 G2 之间的同构映射。

因此 , G1和 G2 同构 。

(2)必要性

由 G1 和 G2 同构可知:存在 G1 和 G2 的一个

同构映射 f :V (G1)※V (G2)。

不妨任取 G1 的第 k 层 , 由引理 3 可得:

 TSG
1
(k) = TSG

2
(k) 。

假设 TSG
1
(k)={T11 , T12 , … , T1m}, TSG

2
(k)=

{T21 , T22 , … , T2m}, 不失一般性 , 令 Tij的根结点为

vij , (i =1 ,2;j =1 , … , m)。由引理 3可知 f :{v1i 

i=1 , …, m}※ {v2 i i =1 , …, m}为双射函

数 , 不失一般性 , 令 f(v1 i)=v 2i , (i =1 , … , m)。

定义双射函数 fk :TSG
1
(k)※TSG

2
(k)满足:fk(T1 j)

=T2 j ,(j=1 , …, m)。

下面证明:对任意 j ∈ {1 , …, m}, T1j 与

fk(T 1j)(即 T2j)同构。

由定义 5 可知:T1j =G1 [ V(T1j)] , T2j =G2

[ V(T2j)] 。

假设 V(T1j)={w1 , w 2 , … , wt}, 并令 S =

{f(w1), f(w2), …, f(wt)}。则 G2 [ S] 与 T1 j同构 。

因此 , 欲证 T1j与T 2j同构只需要证明V(T2j)=S 。

由 f (v1 j)=v2 j和引理 3可得:S  V (T2j),

下面用反证法证明 V(T2j) S 。

假设 V(T 2j) S 不成立 , 则由 T2j连通和 S  

V(T2j)可知: vx∈ V(T2j)-S , vy∈ S 满足:

vxvy∈ E(G2)。

由G1 和 G2 同构可知: v x , vy ∈ V(G1)满

足:f(vx)=vx, f(vy)=vy且 vxvy ∈ E(G1)。由 S

的定义易得:vx  V(T1j), vy ∈ V(T 1j)。

由定义 5 、 vx∈ V(T2j)和 LG
2
(v2 j)=k 可知:

LG
2
(vx)<k , 进而 , LG

1
(vx)<k 。又因为 vxvy ∈

E1 , 所以 , vx ∈V(T1j), 这与 “vx  V(T1 j)” 相矛

盾。因此 , V(T2j)=S , 即:T1j与 T2j同构。 fk 为

满足定理要求的双射函数 。

2　算法的实现步骤

BULT算法的形式描述如下:

(1)初始化计数器 C=0 , 队列 Q1和 Q2 为空;

(2)计算 T 1和 T 2中所有结点的度数;

(3)将 T1 和 T2 中度为 0或 1的结点分别加入

到 Q1 和 Q2 中;

(4)while (Q1和 Q2非空)do{

　(4.1)if(Q1 和 Q2 中结点数目不相等)then

{write (“ T1 与 T2 不同构”);return;}

　(4.2)for (Q1中每个结点 v){

if(与 v 相连的结点都没有编号)结点 v 对应

的元组为 (0);

else v 的元组由与 v 相连的已编号结点的编号

按非递减顺序排列组成;}

　(4.3)用与(4.2)相同的方法对 Q2 中所有

结点赋相应的元组;

　(4.4)将 Q1和 Q2 中所有结点对应的元组

集合 S1 和 S2 分别按非递减顺序排列;

　(4.5)if(S1 ≠S 2)then{write (“ T1 与 T 2

不同构”);return;}

　(4.6)while (S 1和 S2 非空)do {

将 S 1和 S 2中最小元组对应的所有结点编号赋

值为 C ;

将 S1 和 S2 中所有最小元组删除;

C:=C +1;}

　(4.7)for(T1中每一个未编号的结点 v)

deg(v)=deg(v)-Q1 中与 v 相连的结点数目;

　(4.8)用与(4.7)相同的方法对 Q2 中的所

有结点赋相应的度数

　(4.9)清空 Q1 和 Q2 , 将 T1 和 T2 中所有

度为0或 1且未编号的结点添加到 Q1 和 Q2 中;

(5)}

(6)if(T1 和 T2 根结点编号相同)write (“ T 1

与 T2 同构”);

else write (“ T1 与 T2 不同构”);

根据 BULT 算法对图 1中的结点分层 , 所得到

图 1　图 G 结点的编号

Fig.1　The numbering of each vertex in graph G
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的分层结果如下:

第一层结点:C , E , F , G , I , J , K

第二层结点:B , H

第三层结点:D

第四层结点:A

3　算法正确性的证明

BULT算法在步骤(4.2)和(4.6)对 T 中结点 v

赋相应的元组和编号 , 用 VctT(v)和 NumT(v)分别

表示结点 v 的元组和编号。

定理 2　假设树 T1 和 T2 对应的图分别为 G1

和 G2 , 任取 v 1 ∈ V(G1), v2 ∈ V(G2), 则 TreeG
1

(v1)和 TreeG
2
(v2)同构 , 当且仅当 NumT

1
(v1)=

Num T
2
(v2)。

证明

令 t1 =TreeG
1
(v 1), t 2 =TreeG

2
(v2)。

(1)充分性

下面对 NumT
1
(v1)和NumT

2
(v 2)的值用归纳法

证明:t 1与 t 2 同构 。

　(1.1)当 Num T
1
(v1)=NumT

2
(v2)=0 时显

然:t1 与 t2 同构。

　(1.2)假设当 NumT
1
(v1)=NumT

2
(v2)<k

时 , t1 和 t2 同构。

　(1.3)当Num T
1
(v1)=NumT

2
(v2)=k 时

由算法的步骤(4.6)和 NumT
1
(v1)=NumT

2
(v 2)

=k 可知:v1 的孩子结点和 v2 的孩子结点数目相

等。不妨设{v11 , v12 , … , v1m}和{v21 , v22 , …, v 2m}分

别是 v1和 v2 的孩子结点集。假设对 v1 和 v2 对应

的元组分别是(d11 , d12 , …, d1m)和(d21 , d22 , … ,

d2m)。

由步骤(4.2)～ (4.6)可知:d11 =d21 ≤d12 =d22

≤…≤d1m =d2m <k 。

不失一般性 , 假设 NumT
1
(v1i)=d1 i , NumT

2

(v2 i)=d2 i 。则有 NumT
1
(v1 i)=NumT

2
(v2 i), (i =1 ,

…, m)。则由递归假设可知:TreeG
1
(v1 i)与 TreeG

2

(v2 i)同构。

因此 , 由同构定义可得:t1 和 t 2也同构 。

(2)必要性

由同构图层数相同和条件 t 1 与 t2 同构可知:

LG
1
(v1)=LG

2
(v2), 不妨设 LG

1
(v 1)=w。

下面对 w 的值用归纳法证明:NumT
1
(v 1)=

NumT
2
(v2):

　(2.1)当 w =1 时由算法步骤(4.2)可得:

NumT
1
(v1)=NumT

2
(v2)=0。

　(2.2)假设当 w <k 时 , NumT
1
(v1)=

NumT
2
(v2)。

　(2.3)当 w =k 时 , v1 的孩子结点数与 v 2

的孩子结点数相等 。不妨设 v1 和 v2 的孩子结点集

分别为 S 1 =(v11 , v12 , …, v1m)和 S 2 =(v21 , v22 , …,

v 2m)。则存在双射函数 f :S 1 ※S2 , 使得对任意 v

∈ S1 , TreeG
1
(v)与 TreeG

2
(f(v))同构。不失一般

性 , 令 f (v 1i)=v2 i , 则由递归假设可知:NumT
1

(v1i)=NumT
2
(v2 i), (i =1 , 2 , …, m)。因此 , 经过

算法步骤(4.2)～ (4.4)后 v 1和 v2 对应的元组相同。

由算法步骤(4.6), 可得Num T
1
(v1)=NumT

2
(v2)。

推论 1　假设树 T1 和 T2 对应的图分别为 G1

和 G2 , 任取 v1 ∈ V(G1), v2 ∈ V(G2), 则 TreeG
1

(v 1)和 TreeG
2
(v2)同构 , 当且仅当 Vct T

1
(v1)=

VctT
2
(v2)。

证明　由定理 2和算法第(4.6)步易证。

定理 3　BULT 算法能正确判定两棵树是否同

构 。

证明　由树与图的关系可知:判定两棵树的同

构问题可转化成(1)“判定两个图的同构性” 问题

和(2)“确定两棵树根结点之间的对应关系” 问题。

由定理 1可知:问题(1)可以转化成同层结点

生成树的同构问题 。由定理 2和推论 1可知:同层

结点生成树的同构问题可以等价于经过算法步骤

(4.2)或(4.6)后 , 结点所对应的元组或编号相等的

问题 , 因此 , 问题(1)可以通过执行算法步骤(1)～

(4)解决。

由定理 2可知:问题(2)可以转化为根结点编

号是否相等的问题 , 由算法步骤(6)解决 。因此 ,

BULT 算法可以正确判定两棵树是否同构。

4　算法的复杂度分析

假设:树 T1 和 T 2 对应的图为 G1 = (V1 ,

E1)和 G2 =(V2 , E2),  V1 + V2 =n 。

用 BULT 算法判断 T1和 T2是否同构的时间与

空间复杂度分析如下

4.1　时间复杂度

算法所需的时间主要由以下 2部分组成:

(1)计算两棵树中结点度数和将两棵树第一层
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结点放入队列中的时间为 O( V1 + V2 )(见步骤

(2-3))

(2)判断 G1 和 G2相同层结点的生成树同构所

花的时间(见步骤(4))

步骤(4)对 G1中第 k(1≤k ≤L(G1))层结点所

做的操作包括下面 3个部分:

①赋元组 (步骤 (4.2))

任选 v ∈VG
1
(k)对结点 v 赋元组所需的时间

为:O(dG
1
(v)), 所以 , 对 G1 第 k 层中所有结点

赋元组所需要的时间为:O(∑v ∈ V
G
1
(k)dG

1
(v))。

②赋编号(步骤(4.4)～ (4.6))

共需 O(∑v∈ V
G
1
(k)dG

1
(v))的时间 。

③更新结点度数(步骤(4.7))

共需 O( VG
1
(k) )时间 。

因此 , 判断 G1 和 G2 所有层结点生成树同构

(算法中步骤 (4))需花费的总时间为:

O(∑k ∈L(G
1
)(∑v ∈V

G
1

(k)dG
1
(v)+∑v ∈V

G
2

(k)dG
2
(v)+

(|VG
1
(k)|+|VG

2
(k)|)))=O(|V1|+|V2|)

由(1)和(2)部分可知:本算法的时间复杂度为

O( V1 + V2 ),即 O(n)。

4.2　空间复杂度

BULT算法主要需要的空间有:树结构链表和

当前层结点数组 , 总共为 O(n)。

5　结　语

BULT算法具有很好的扩展性 。该算法先判定

图的同构性 , 再确定根结点的对应关系 。因此 , 若

要判定两个图的同构性 , 则只需在 BULT 算法中去

掉对根结点对应关系的判定部分。

采用树同构的方法对图同构性的判断需要先确

定图的中心 , 然后再判断以中心为根的树的同构

性 , 该方法的时间复杂度也为 O(n)。但当图有两

个中心时 , 可能需要经过 4次树同构的判断 , 而本

文所提出的自底向上的算法不需要确定图的中心 ,

且只需进行一次树同构的判定。
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A BULT Algorithm for Tree Isomorphism

WEN Xue_lian LIANGHua_jin

(Department of Computer Science , Sun Yat_sen University , Guangzhou 510275 ,China)

Abstract:Solving the tree isomorphism problem is equivalent to solve two problems:whether there exists a bi_jection

between two graphs and whether the bi_jection maps on distinguished node in one graph to one distinguished node in the

other graph.Based on the relation between graphs and trees , a bottom up layer traversing algorithm , BULT algorithm for

short , with linear time complexity and space complexity to solve these two problems is given.And the correctness of the

altgorithm is also proven in the paper.The result can be easily extended to graphs.

Key words:tree;tree isomorphism;time complexity;space complexity
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