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摘　要:利用变分原理和Morse理论———不同于通常的不动点理论———研究了一类带参数非自治的二阶常微分

方程边值问题的多重解。得出了此类方程存在 3个解的充分条件。
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1　定义与引理

近年来 , 随着常微分方程理论的发展 , 如下形

式的二阶常微分方程的边值问题引起了许多学者的

重视 。

u″(t)+λf(t , u(t))=0 ,0 ≤ t ≤π, λ>0

u(0)=u(π)=0 (1)

但对方程(1)的研究基本上是利用锥映射不动

点定理和相关方法得出方程的正解(见文[ 1 , 2]

等)。本文试探利用临界点理论和 Morse 理论来研

究此方程。下面介绍有关临界点理论和 Morse 理论

以及要用到的Green函数的有关知识。(如文[ 3-8])

定义 1　设 E 为 Banach空间 , f ∈ C
1
(E ,R),

如果 x0 ∈ E 满足 f′(x0)=θ, 则 x0称为 f 的临界

点 , f(x0)称为 f的临界值 , 不是临界点的点称为 f

的正则点。设 c 是实数 , 如果 f
-1
(c)中不含临界

点 , 则 c 称为 f的正则值 。记 K ={x ∈ E |f′(x)

=θ}, Kc ={x ∈ E|f′(x)=θ, f(x)= c}。K 称

为 f 的临界集 。记 fc ={x ∈ E|f(x)≤c}, 称为

f 的水平集。

定义 2 　设 f ∈ C
1
(E ,R)。如果{xn} E ,

f(xn)有界 , f′(xn)※θ(n ※∞)蕴含{xn}有收敛

子列 , 则称 f 满足 Palais_Smale 条件 , 或简称 P.S.

条件 。

定义 3
[ 3]
　设 f ∈ C

2
(E ,R), f′(x0)=θ。称 x0

是非退化的 , 如果 f″(x0)有有界逆。否则 , 称 x0

是退化的 。如果 f 的一切临界点都是非退化的 , 则

称 f为一个Morse函数。

定义4
[ 3]
　设 f ∈ C

2
(E , R), f′(x0)=θ。又设

E-是 f″(x0)的谱分解的极大负定子空间 , 称

dimE-为 f 在 x0 处的 Morse指数。

引理1
[ 3]
　设 f是Hilbert空间 E 上的一个C

2
的

实值函数 , 满足 P.S.条件 , 并且是下半有界的。

又设 f 有一个非退化的 、 非极小 、具有穷Morse指

数的临界点 x0 , 则 f 至少有 3个临界点。

对应方程 (1)的齐次边值问题

u″(t)=0 ,0 ≤ t ≤π,

u(0)=u(π)=0
(2)

则边值问题(2)对应的Green函数为

k(t , s)=

1
π
t(π-s)　0 ≤ t ≤ s ≤π,

1
πs(π-t)　0 ≤ s ≤ t ≤π

记 Lu =u″(t), Green函数 k(t , s), 有如下基本性质。

引理2
[ 4]
　Green函数 k(t , s)满足

(1)k(t , s)在 Q=[ 0 , π] ×[ 0 , π]上连续;

(2)k(t , s)是对称的 , 即 k(s , t)=k(t , s);

(3) k(t , s)在 Q1={(t , s)∈Q 0≤t≤s≤π}

和 Q2={(t , s)∈Q 0≤s≤t ≤π}上有连续的偏导

数 k′t , k″tt ;

(4)对于固定的 s ∈ [ 0 , 1] , k(t , s)满足

Lk(t , s)=0 当 t ≠s , t ∈ [ 0 , π] 时 k(0 , s)=

k(π, s)=0当 ∈(0 , π)时;

(5) s≠t 时 k′t 有第一类间断点 , 并且

　k′t(s +0 , s)-k′(s-0 , s)=-1 , s ∈ (0 , π)。
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记(Ku)(t)=∫
π

0
k(t , s)u(s)ds , (fu)(t)=

f(t , u(t))从而

(Kfu)(t)=∫
π

0
k(t , s)f(s , u(s))ds

于是由引理2 , 有

[ (Kfu)(t)]′=∫0

π

k′t(t , s)f(s , u(s))ds

和

[(Kfu)(t)]′′=∫
π

0
k″tt(t , s)f(s , u(s))d s-

f(t , u(t))=-f(t , u(t)) (3)

2　主要结果

定理 1　假设 f 满足下列条件:

(1) f ∈C
1
([ 0 , π] ×R

1
, R

1
);

(2)存在 α>0使得

当(t , u)∈([ 0 , π] ×R) ([ 0 , π] ×[ -α, α])

时 , 有 uf(t , u)<0;

(3) f(t ,0)=0 ,  t ∈[ 0 , π] , 同时存在自然数

m , 使得 m
2
<λf′u(t , 0)<(m+1)

2
则边值问题

(1)至少有 3个属于 C
2
[ 0 ,1] 的不同解 。

证明　只要证明如下泛函

I(u)=∫
π

0
[

1
2 |u′(t)|

2
-λG(t , u(t))] d t ,

u ∈ H
1
0(0 , π) (4)

至少有3个不同的临界点即可。其中

G(t , u(t))=∫
u(t)

0
f(t , ω)dω, H

1
0(0 , π)={u

∈ C
2
[ 0 , π] , u′(t)∈ L

2
[ 0 , π] |u(0)=u(π)=0}

作为通常的 Sobolev 空间是一个 Hilbert空间 , 其内

积和范数分别为

(u , v)=∫
π

0
u′(t)v′(t)d t

‖ u ‖ =(∫
π

0
|u′(t)|

2
d t)

1
2

记 E =H
1
0(0 , π), 而

I(u +εv)= I(u)+

ε{∫
π

0
[ u′(t)v′(t)-λf(t , u +θ(t)v)v(t)] dt}+

ε
2

2∫
π

0
|v′(t)|

2
dt　 u , v ∈ E ,0 <θ(t)<1(5)

可以证明

(I′(u), v)=∫
π

0
[ u′(t)v′(t)-λf(t , u)v(t)] dt ,

 u , v ∈ E (6)

另一方面 , 由 (3)可得

(u -λKf(u), v)=∫
π

0
[ u -λKf(u)]′v′(t)dt =

∫
π

0
u′(t)v′(t)dt -λ∫0

π

[ Kf(u)]′dv(t)=

∫
π

0
u′(t)v′(t)dt -λ[ Kf(u)]′v(t)|

π
0 +

λ∫
π

0
[ Kf(u)]′′v(t)dt =∫

π

0
u′(t)v′(t)d t -

λ∫
π

0
f(t , u(t))v(t)dt　　 u , v ∈ E

由于 f(t , u(t))是连续有界算子 , 由 Arzela_Ascoli

定理 , 容易看出 K:C0 [ 0 , π] ※C0[ 0 , π] 是全连续

算子。从而有

(I′(u), v)=(u -λKf(u), v)

 I′(u)=u -λKf(u)

下面将证明 I(u)有下界 。由于存在α>0使得

当(t , u)∈([ 0 , π] ×R) ([ 0 , π] ×[ -α, α] )时 ,

有 uf(t , u)<0 , 注意到当|u(t)|≥α时 , uf(t ,

u)≤0 。因此

∫
π

0
G(t , u)d td u =∫

π

0∫
u

0
f(t , v)dvdt ≤

∫
π

0∫
α

-α
|f(t , v)|dvd t

把∫
π

0∫
α

-α
|f(t , v)|dvdt 的值记为 c , 则有

I(u)≥ 1
2
‖u ‖

2
-λc　　 u ∈ E (7)

即 I(u)有下界。

下面将证明 P.S.条件成立 。设{un} E ,

以及常数 c1 , c2 满足

c1 ≤ I(un)≤ c2 (8)

I′(un)※0(n ※∞时) (9)

首先证明满足条件(8),(9)的{un} E按C范数有

界 。一方面由

|u(t)|
2
≤(∫

t

0
|u′(t)|dt)

2
≤(∫

π

0
|u′(t)|dt)

2
≤

∫
π

0
d t∫

π

0
|u′(t)|

2
dt ≤π∫

π

0
|u′(t)|

2
dt　(10)

而由(7),(8)式得

‖ un ‖
2
≤2I(u)+λc ≤2c2 +λc (11)

另一方面由(10)式可得

|un(t)|
2
≤π∫

π

0
|u′n(t)|

2
dt =

π‖ un ‖
2
≤π(2c2 +λc)

即 ‖un ‖C 有界 , 所以

‖ f(un)‖C ≤ c3

这里 c3 是正常数 , f(un)=f(t , un(t))。因此

{Kf(un)}在 C
1
0[ 0 , π] 中有收敛子列 {Kf(un

j
)}。

注意到 C
1
0[ 0 , π] 连续嵌入 E = H

1
0(0 , π)因此
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{Kf(un
j
)}是 E中的收敛序列 , 再由(11)式知{un

j
}

在 E 中收敛 , 所以泛函 I 满足P.S.条件 。

由 f(t ,0)=0 ,  t ∈ [ 0 , π] , 知 θ是 I 的临界

点。再由 I′(u)= u -λKf(u)= u -λ∫
π

0
k(t ,

s)f(s , u(s))ds知

I″(θ)= I -λ∫
π

0
k(t , s)f′u(s ,0)ds

再由 m
2
<λf′u(t ,0)<(m +1)

2
 t ∈ [ 0 , π] , 可

知 θ是非极小 、 非退化的临界点 , 其 Morse 指数为

m 。因此根据引理 1 , 知 I 至少有 3个临界点。

定理 2　假设 f 满足下列条件

(1)f∈C
1
([ 0 , π] ×R

1
, R

1
);

(2)若存在一致有界泛函 θ(t , u)使得

　G(t , u)=∫
u

0 f(t , ω)dω≤θ(t , u)u
2
+η,

 (t , u)∈([ 0 , π] ×R);

(3) f(t ,0)=0 ,  t ∈[ 0 , π] , 同时存在自然数

m , 使得 m
2
<λf′u(t , 0)<(m +1)

2
。记 M =

sup
(t , u)∈([ 0 , π] ×R)

θ(t , u), 则当 λπM <
1
2
时 , 边值问题

(1)至少有 3个属于 C
2
[ 0 ,1] 的不同解 。

注意到

I(u)=∫
π

0
[

1
2
|u′(t)|

2
-λG(t , u(t))] d t ≥

∫
π

0

1
2
|u′(t)|

2
dt -λ∫

π

0
[ θ(t , u)|u(t)|

2
+η] dt ≥

1
2∫

π

0
|u′(t)|

2
d t -λM∫

π

0
|u(t)|

2
dt -ληπ ≥

(
1
2
-λMπ)∫

π

0
|u′(t)|

2
d t -ληπ=

(
1
2
-λMπ)‖u ‖

2
-ληπ,  u ∈ E

类似于定理1的证明 , 容易得出本定理的结果 。

例　令 f(t , u)=(31+3sin t)u -3u
3
, 讨论

二阶常微分方程边值问题　　

u″(t)+λ[(31+3sin t)u(t)-3u
3
] =0 ,

0 ≤ t ≤π, λ>0 (12)

u(0)=u(π)=0

显然有 f ∈ C
1
([ 0 , π] ×R

1
,R

1
), 和 f(t ,0)=0以及

5
2
< f′u(t ,0)<6

2
从而能找到自然数 m 和λ使得

m
2
<λf′u(t ,0)<(m +1)

2
;同样注意到

uf(t , u)=u[(31 +3sin t)u -3u
3
] =

u
2
[(31+3sint)-3u

2
]

从而(t , u)∈([ 0 , π] ×[ 4 , ∞), 或(t , u)∈([ 0 ,

π] ×(-∞, -4])时 , 有 uf(t , u)<0 , 即定理 1

条件(2)成立 , 于是定理 1所有条件都成立(λ需满

足 m
2
<λf′u(t ,0)<(m +1)

2
), 根据定理 1知边值

问题 (12)有至少 3个不同的解 。
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Three Solutions for a Class of Boundary Value Problems of Second_Order
Ordinary Differential Equations
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Abstract:By means of variational structure and Morse theory , which differs from common methods of fixed point

theory , triple solutions of boundary value problems for a class of second_order nonautonomous ordinary differential

equations with a parameter are obtained.
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