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摘 要 : 在利用正则化方法构造变分模型进行图像去噪时
,

其正则参数往往选择为恒定值
。

利用带噪图像中不

同类型的像素点在各种方向上的不同特点
,

通过构造在 2 个不同方向上选择变动正则参数的双正则参数变分模

型
,

对带噪图像进行 自适应恢复
:
即在大量去除噪声的同时

,

尽可能地保留边缘信息
。

同时利用偏微分方程构

造出针对数字图像的离散迭代格式
,

极大方便了计算
。
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1 利用正则化模型进行带噪图像处理

的 DP E 法

1
.

1 噪声模型及正则化方法

对带有噪声的图像来说
,

其模型可以写为
「’ 1 :

fo + 专 二 夕

其中
,

关为原始的干净图像 ; , 为图像中加人的噪

声
,

一般为 G a u s is an 白噪声 ; p 为观测 图像
,

即带

有噪声的图像
。

从逼近论的角度来说
,

去噪本质上就是找到一

个较为光滑的 f 作为关的近似
,

这是一个不适定问

题
,

可通过正则化方法来求解
:

粤
·

告“、
一 , ,̀ “

+ · R (, ,

其中
,

R 为正则泛函
, a
为正则参数

,

口

( l )

为积分区

域
。

在问题 ( , )中告}} ,
一 。 }}; 称为拟合项

,

* ( f )

称为正则项
, a
在这 2 项中起到重要的平衡作用

,

当
a
取较大值时

,

问题 ( l) 的解有较高的光滑性
,

即去噪的效果较好
,

但拟合的效果减弱
,

即边缘和

细节信息变得模糊 ; 当
Q
取值较小时

,

问题 ( l) 的

解保持了较好的细节信息
,

但去噪的效果减弱
。

选择合适的泛函 R
,

使得在去噪的同时保持

边缘可得到较好的恢复结果
。

常用 的方法包括
:

DP (E p a rt i al iD ffe en nt ial uE qat ion ) 方 法
` , 、

VT ( oT alt

v iar iat o n )方法川 和选定特殊光滑函数空间模作为正

则项的方法
4:等

。

而其中 PD E 方法是一种比较常

见的方法
。

1
.

2 利用 DP E 方法进行 自适应光滑

利用 DP E方法进行自适应光滑的典型例子是

通过 eP or an 和 M al ik所构造的偏微分方程
。

给定一

幅初始图像 f0 (
, ,

户
,

通过引入参数 , 而得到一族

受到光滑的图像 f (
x ,

” t )
。

当 t 二 O 时
,

f(
二 ,

”

0) =
f0 ( 二

,

户 ; 当 t > O 时
,

通过解发展方程可以

得到 f (
, ,

” t )
,

发展方程如下
:

( l ) 凡m朋
一

M al sk 方程 ( D i v 形式 ) :

大
= d i v「g ( }甲 f }) ? f 习 ( 2 )

其中
,

甲f
= 〔人诱 〕是函数的梯度

,

并且
:
}甲 fI

=

抓不
~

又
。

方程 (2 )中的函数 g ( {甲州 ) 的作用是

起到了自适应光滑的作用
。

如果把 (2) 式写成 夸
一 专

形式
,

则可以更好地看出函数 g 的作用
。

(2 ) eP orn
a 一M ial k 方程 ( g

一 , 形式 ) :

令 参表示梯度方向
,

, 表示与梯度方 向垂直的

切线方向
,

可以把它们写成单位向量的形式

〔人
,

人」
` =

丽而
’

“
〔一 关

,

关」
一

抓万丁万
通过坐标变换的方法

,

可以把 ( 2) 式写成如下

“
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形式
:

其中
,

二
酬 {甲 洲 )

·

匀介
+

耐土

号篙护
, (、

=

了
。

、̀
X , 一 , ( X , `

’ d· +

( 3 )

关川
1

1
矛

代一

+
刁 .1

ó...... Lr

l
才

IL

在应用中
,

函数 盯 !甲 f } ) 经常选择为

“ ’

丁
。` 〔 , 、 f(

· , }〕d X

创 } 7刃 )

( 3) 式变为如下形式
:

一

石丁而功
泛

对上式求泛函极小
,

可以得到 uE le 卜 L堪佃l
ge 方程

f ,
·
,
一 , `· )〕

一 “ Z id ·
{

.

煞唱书
: f(

·
,` 二 “

, · 〔 “

一一

即

蛋枷

(万
-

青不介
+

动
、 1 丫 1 v J I

其中
,

几 和忘 表示在 夸方向和 , 方向上 的二阶导

数
。

从这个典型的例子可以看出
,

eP or an
一

M ial k 方

法对图像有自适应的光滑效果
。

从 ( 3) 式可以看出
,

在图像中不同的位置
,

两个方向上的光滑程度也是

不同的
:
当 {甲 f }比较大时

,

一般可认为是在边缘

处
,

在 , 方向上的光滑量是非常小的
,

即保持了

边缘信息 ; 而当 }军fI 比较小时
,

即在平坦处
,

在

2 个方向上的光滑量都是比较大的
,

这时较大量地

去除噪声
。

这样就可以在较大程度地去除噪声的同

时
,

能较大程度地保持边缘
。

1
.

3 带噪图像中不同像素点的不同特点

在带有噪声的数字图像中
,

从保持边缘去噪的

角度来看
,

可以分为 3种点
:
噪声点

、

边缘点
、

平

坦点
。

一幅图像可看成是一个二元函数
,

在每个点

上的任何方向上都有方向导数
,

方向导数可以反映

图像灰度在该方向上的变化
。

在实践中
,

一般用梯

度方向和与梯度方向垂直的切线方向来刻画一个点

的性质
。

在平坦点处
,

图像灰度的变化平稳
,

在梯

度方向和切线方向上的变化程度小 ; 噪声点一般为

孤立点
,

所以在各个方向上的变化都比较大 ; 边缘

点在梯度方向上的变化剧烈
,

而在切线方向上变化

平稳
。

边缘点是在恢复中要保持的点
,

所以要尽量

保持住这些点的性质
。

其中
,

几 表示图像区域
,

n 表示与口 的边界胡 垂

直的向量
,

id v
表示散度算子

:

。 , 八
洲 afk

u “ 、 J / 二 了
、
石万

~

又于 。 汤壳

通过引人变量 t 来得到如下的扩散方程
:

型
粉

2 = 〔, `· ’ 一 f( 一 ` ’ 〕 `

*
Z d i· {
鲁歌猫山二 ; 一 ) }

引
` = 。

f(
x ,

0 )
= 尸 (

x
)

2 自适应双正则参数的选取

2
.

1 双正则参数的选取

在以往的利用正则化方法进行带噪图像恢复的

工作中
,

正则参数的选择往往是恒定的
,

即在图像

任何位置都选择统一的正则参数
。

在文〔5
,

6 ]中
,

选择了随图像梯度而变化的正则参数
,

在图像灰度

变化平稳的部分选择较大的正则参数去尽可能地抑

制噪声 ; 在灰度变化剧烈的地方选择较小的正则参

数
,

从而尽可能地保持边缘
。

对问题 ( 1) 中的正则项选为与梯度有关的格式

m i n l ( f ) ( 4 )
f

类似地
,

如果按不同方向来改写 ( 5) 式
,

可得如下

表达式
:

f̀
一 , 卜 ; 2

【鲁
~

影气
十

红」别
卫、 ]

= 。 ( 7 )

从上 式 可 以看出
,

在 图像的每个位置
,

当

}甲洲比较小时
,

一般在该处的光滑量较小
,

保持

了边缘的特点
。

在对带有噪声的图像恢复中
,

去噪的同时保持

边缘是研究的目的
。

保持边缘最主要是保持边缘点

处梯度方向上的变化
,

这样才能在恢复图像中保持

边缘的特性
,

而在边缘点上的切线方向上可以保持

大量的光滑 ; 噪声点是影响图像质量的最重要的因

素
,

在各个方向上都应有较大程度的光滑 ; 而在平

坦的位置点处
,

由于受到了随机噪声的影响
,

也需

要对它在各个方向上有一定程度的光滑
,

以去除噪

声的影响
。

对数字图像来说
,

主要集中在梯度方向和切线

方向
,

所以本文在正则泛函的选取中
,

构造 2 个方

向的正则参数
,

在每个方向上选择二阶方向导数以

满足一定 的光滑性
。

同时选择 2 个变动的正则参

数
,

使之在不同的位置选择不同的正则参数
:

( l) 在边缘处的切线方向选择较小的正则参

数
,

可在切线方向选择较大的正则参数以突出边缘

的轮廓 ;

( 2) 在噪声点处的 2 个方向上都选择数值大的

正则参数
,

从而在各个方向上都有较大的光滑量 ;

( 3) 在平坦点处的梯度方向和切线方向选择较
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大的正则参数
,

以保证在这些点处有一定的光滑量

而达到去噪的目的
。

因此
,

可以构造 出具有双正则参数的变分模

型
,

使之应用更加具有普遍性和更为简单
:

(f ( x ,

) ) 一 尹 ( x ,

少 ) ) -

久、
( x ,

) ) 二 入
, ,

入2 ( ; ,

) ) = 几。
,

2
.

2 扩散方程及其离散迭代格式

从式 ( 8) 构造出动态偏微分方程

型共华
二

仁, (
: ,

, )
一

f( ` ; X ,

, ’曝+

〔少`

(久
,

(
x ,

J )几 (
x ,

了)

久
2

( : ,

少)几 ( , ,

, ) )

( 8 )
(入

,

(
x ,

, ) j二 十 入2
(

x ,

了 )踢 )

二 O
( 10 )

其中

可…
二 0

劣 } J 刀

f( 0 ; x ,

J )
二 尸(

x ,

) )

寿

十

态
只

+

片
( 9 )

扁
二

只
+
君

通过调整 ( 8) 式中的 2 个参数 久, ,

几2

来控制在不同

方向上的光滑量以达到保边缘图像恢复的 目的
。

设定 2 个阂值 ` : ,

尸
: ,

这 2 个阑值是为梯度

和切线方向上的变化率设定的
,

主要是为了选择在

某些点上两个参数的取值
。

对数字图像的每一个象

素点来说
,

可以计算出在该点处的梯度方向和梯度

大小 `
,

随之可以确定其对应的切线方向
,

并可

计算出在该点处切线方向上的近似变化率 尸 争利

用这这 2 个量来确定 久、
( x ,

y )
,

几2 ( x ,

妇 在该点处

的取值
。

为了算法的简单性
,

正则参数的取值在 3个值

中选择
: ① 又。 ,

表示取正则参数为大值 ; ② 从
2

表

示取正则参数为较大值 ; ③ 几
,

表示取正则参数为

较小值 ;

如果 C < C : :
这时在该位置上的梯度方向变

化较小
。

根据人类视觉的特点
,

这些点一般认定为

平坦点
。

在 2个方向上都选择较大的正则参数
,

从

而较大程度的光滑以抑制噪声的影响
。

故选择参数

久l

( 二
,

刃
= 从 (x

,

户
= 几、

如果 ` > ` : ,

尸 > 尸
: :
这时在梯度方向和切

线方向上都有较大的变化率
,

这个点可以认为是在

图像中比较明显的噪声点 (对椒盐噪声最为明显 )
,

它们是影响图像质量的一个重要因素
,

所以要在 2

个方向上都选择较大的正则参数来获得较大量的光

滑
,

以抑制噪声的影响
,

故选取参数

久,

(
二 ,

力
= 又2 ( `

,

户
=

从

如果 ` > ` : ,

尸 < 尸: :
这时在梯度方向有较

大的变化率
,

而在切线方向的变化不大
,

可以认为

是边缘点
。

为了保持边缘的特点
,

需要尽量地保持

梯度方向的变化
。

于是可以在梯度方向上选择较大

的参数
,

而在切线方向上选择较小的参数
,

以达到

在去噪的同时保持这些位置上的边缘特点
。

故选择

参数

通过对 t 离散的方法可以得到迭代格式
:

厂
` ,

(
x ,

了)
二

广(
x ,

了) + 么t ( ( p (
x ,

J )
一

厂(
x ,

: ) ) +

(几
,

(
x ,

了 )左 十 人2

(
x ,

: )殊 ) ) ( 1 1 )

其中
`。 = : 。 + n △` , `。 二 o

,

厂( x ,

) ) = 尸 ( x ,

) )
,

厂 (
x ,

) )
==

f ( :
。

; x ,

少)
,

厂
` ,

( x ,

了) 二

f( :
。 + △` )

△ t 为 t 的离散步长
。

当 t ~ oQ 时
,

厂一 f
。

一般只

需迭代较少的次数就可以得到较好的结果
。

对一幅大小为 M x N 的数字图像
,

它是由 M

行和 N 列 的离散像素点构成的
,

此时要构造出离

散的迭代格式
。

计算图像梯度和梯度方向的方法有很多困
,

最

简单的方式可以通过差分来近似地代替各阶导数
。

从而得到如下分析
:

以某个点 尸为例
,

假定其位置为 〔i
,

月
,

其中

i 二 1
,

…
,

M
,

j = 1: …
,

N
。

即在 i 行 j 列
,

得如下

计算公式
:

了)
一

f( i
,

了)

h )
一

f( i
,

了)

h
,

j )

+ h )

2f( i
,

, )
+

f( 卜 h
,

z ) ] ( 12 )

L月十
·

`
+;f(z

-

乙r
上
肚f(f(生矿==PP=P

。 兴f([
` ,

j

n
zf( i

,

, ) + f ( i
,

z 一 h ) ]

人方几五

、 ,产赤〔;
` · ,

,

、 · 1 )
一

、 ` · l
,

, )
-

f( i
,

, + l ) + f( i
,

川
将 ( 12) 代人 ( 8) 式 即可计算 出在某一 点处的

介
,

瓜
。

在图像的边界处
,

可以采用延拓的万法进

行处理
。

利用初始图像 可
x ,

户 来确定出在每个离散像

素点上每个方向上应取的参数值
,

可以构造出适合

于数字图像处理的离散迭代格式
:

厂
’
( i

,

j )
=
广( i

,

j ) + △ r ( (尸 ( i
,

, )
一
厂 ( i

,

了) ) 十

(凡
、
( i

,

j )左
+ 几2 ( i

,

j )众 ) ) ( 13 )

通过上式
,

就可以对带噪数字图像逐点进行运

算
,

从而大大简化了数字图像的计算
,

使之更加适

合计算机编程的实现
。
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3 实验结果

以 2 幅带 有 uG 咫is an 白噪声 的数 字 图 像
“

此an
.

bm v’’ 和
“

eP p pe 、
.

bmP
”

为例 (图 1
,

2)
,

其

中
“

肠an
”

和
“

eP p pe 二
”

的噪声方差 护 分别为 25

和 30
。

通过式 ( 3) 的迭代模型来进行迭代计算
。

( l) 在
“

玩an
.

bm P’’ 中选择 △ t 二 0
.

01
,

` : 二

25
,

尸 , = 巧
,

凡
, 二 .0 8

,

又b Z = .0 4
,

久
: = .0 00 8

,

计算

出迭代 3 次
、

13 次和 33 次的结果 ;

(2 ) 在
“

eP epP
o

.

bm p ”

中选 择 △ t = .0 02
,

` T =
20

,

尸
T 二 18

,

凡
: = .0 9, 入、 二 .0 5, 久

: = .0 田 l,

计算出迭代 4次
、

10 次和 25 次的结果
。

从以下实验结果来看
,

对噪声影 响较大的图

像
,

只须较少次数的迭代
,

就可以取得较好的实验

结果
,

计算格式简单
、

稳定
。

(a ) 带有 l噪声的 L e n a
.

bm p
,

占任2 5 ( b ) 迭代 3 次的结果 (a )带有噪声的 P e pp e o bm p
,

占匀。 (b )迭代心次的结果
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