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摘　要:让μ是 Rd 上非双倍的 Radon 测度 , μ仅满足增长性条件 , 即存在 c0 >0 , 对所有 x ∈ Rd , r > 0 ,

μ(B(x , r))≤ c0 r
n 成立 , 其中 0 < n ≤ d。学习在非双倍测度的条件下 , 具有 Dini核的极大奇异积分算子是从

L1( ω)到 L1 , ∞( ω)和 Lp( ω)有界的 , 其中 1 <p < ∞ , ( ω)∈ Ap 。
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1　定义与定理

调和分析里经典的 Calderón_Zygmund 算子理论

的一个基本的假设是测度 μ满足双倍条件 。R
d
上

的测度μ是双倍的是指存在常数 c >0 , 对 x ∈

supp(μ), r >0 ,使得 μ(B(x ,2r))≤ cμ(B(x , r))

成立。David
[ 1]
指出奇异积分算子是 L

2
(μ)有界的

一个必要条件是测度 μ满足增长条件 , 即存在 c0

>0 , 对所有 x ∈ R
d
, r >0 , μ(B(x , r))≤c0 r

n
,其

中0 <n ≤d成立。在欧氏空间赋予只满足增长性

条件的 Radon测度被称为非齐型空间。最近在非齐

型空间上 , 奇异积分算子理论获得了许多优秀的成

果 (见文 [ 2-5])。

定义 1　设 k(x , y)是定义于R
d
×R

d
 D的实

值函数 , 其中 D ={(x , x):x ∈ R
d
}, 核 k(x , y)

称为 (n维)Dini核 (DK)是指:

k(x , y) ≤
C

x -y
n (1)

k(x , y)-k(x′, y)+ k(y , x)-k(y , x′) ≤

Aω
x -x′
x -y

1

x -y
n (2)

　　当 x -x′ ≤
x -y

2 时 , 其中 ω(s)满足

Dini条件 , 即 ω(x)是非减函数 ,∫
1

0
ω(s)

ds
s
<∞。

定义 2　称 T 是 Dini型奇异积分算子 是指存

在 k ∈ DK , 使得对任意紧支集函数 f ∈ L
2
(μ), x

 spt(μ), 有

Tf(x)=∫k(x , y)f(y)dμ(y) (3)

　　上面的积分当 x  spt(μ)时 , 可以不收敛。

正是这个原因需要介绍截断算子 Tε, ε>0和极大

奇异积分算子:

Tεf(x)=∫x-y >ε
k(x , y)f(y)dμ(y)

T
＊
f(x)=sup

ε>0
Tεf(x)

　　一个非负的 , 局部可积函数称为权。要考虑满

足下列条件的权。

定义3　让1 <p <∞, p′=
p

p -1 。称权 ω满足

Ap(μ)条件是指:如果存在常数 K , 使得对任意

的方体 Q有

1
μ(Q)∫Q

 ωdμ
1

μ(Q)∫Q
 ω

1-p′
dμ

p-1

≤K (4)

也称权  ω满足A1(μ)条件是指:如果存在常数 K ,

使得对任意的方体 Q 有

1
μ(Q)∫Q

 ωdμ≤K essinf  ω(x)
x ∈ Q 　

(5)

也定义 A∞(μ)=∪ p>1Ap(μ)。

Orobitg等
[ 3]
证明了 Calderón_Zygmund 算子和极

大奇异积分算子是 L
p
( ω)有界的 , 其中 1 <p <

∞, ω∈ Ap 。本文的主要结果是下面的定理 。

定理　T 是L
2
(μ)有界的 Dini 型奇异积分算

子 , 如果  ω∈ A1(μ),则对所有的 f ∈ L
1
( ω)有

‖T
＊
f ‖L

1 , ∞( ω) ≤C‖ f ‖L
1( ω) (6)

如果 1 <p < ∞和  ω∈ Ap(μ), 则对所有的 f ∈

L
p
( ω)有

‖ T
＊
f ‖L

p( ω) ≤C ‖ f ‖L
p( ω) (7)

　　根据定理容易有下面的推论 。
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推论　T 是 L
2
(μ)有界的 Dini型奇异积分算

子 , 令如果  ω∈ A1(μ),则对所有的 f ∈ L
1
( ω)有

‖Tf ‖L
1 , ∞( ω) ≤C ‖ f ‖L

1( ω)

如果 1 < p < ∞和  ω∈ Ap(μ),则对所有的 f ∈

L
p
( ω)有

‖ Tf ‖L
p( ω) ≤C‖ f ‖L

p( ω)。

2　定理的证明

引理　T 是 L
2
(μ)有界的 Dini型奇异积分算

子 , 令 ω∈ A∞(μ),对任意的 β >0 ,存在正常数ρ,

τ, γ, 使得 τ<
1

(1 +β)
p , 则对所有的 f ∈

∪1≤p<∞L
p
(μ)有

 ω({T
＊
f >(1 +β)λ}∩ {Mμf ≤γλ})≤

τ ω({T
＊
f >λ}) (8)

　　证明　首先考虑特殊情形即 ω≡1。由于集合

Ψ={x:T
＊
f(x)>λ}是开集 , 所以它能分解成

Whitney 方体的两两不交并 Ψ=∪ Qj 。断言:

μ(Qj ∩ {T
＊
f >(1 +β)λ}∩ {Mμf ≤γλ})≤

αμ(4Qj) (9)

其中 , aQ 定义为与Q有同中心边长是al(Q)= ar

的方体 。进而 4Qj 是具有几乎不交常数 4
n
的方体

且4Qj  Ψ。根据Whitney 分解 , 还知道

2 nl(Qj)≤dist(Qj , Ψ
c
)≤4 nl(Qj)

事实上 , 对于任意的Whitney 方体 Qj , 都存在 bj ∈

Qj 使得Mμf(bj)≤γλ, 否则 (9)式的左边是空集

合。令 z ∈ Ψ
c
={x :T

＊
f(x)≤λ}, 使得 dist(z ,

Qj)=dist(Qj , Ψ
c
)。定义

Q
＊
j =Qj(b j ,

5
2
rj)

Q
＊＊
j =B j(z ,15 nrj)

Q
＊＊＊
j =B j(bj ,20 nrj)

其中 Qj(x , rj)是中心在 x 边长为 rj 的方体 , B(x ,

rj)是中心在 x 半径为 rj 的球。进而有

Q  Q
＊
j  4Qj  Q

＊＊
j  Q

＊＊＊
j

定义

f 1 = fχQ
＊＊
j , f 2 = f -f1

由于 x ∈ Qj , y ∈ (Q
＊
j )

c
时 ,

x -y >
rj

4

所以对 x ∈ Qj 有

Tεf 1(x) ≤ Tε(fχQ
＊
j )(x)+

∫x-y >ε, y ∈(Q＊
j
)c , y ∈Q

＊KG-＊2〗＊
j

f(y)
x -y

n dμ(y)≤

T
＊
(fχQ ＊

j
)(x)+

C

r
n
j∫Q

＊＊＊
j

f(y)dμ(y)≤

T
＊
(fχQ＊

j
)(x)+Cγλ

进一步有

Tεf(x) ≤ Tεf 2(x)+T
＊
(fχQj)(x)+Cγλ

对 x ∈ Qj , 要获得下面的估记

Tεf 2(x)-Tεf2(z) ≤CMμf(bj) (10)

事实上 , 对 ε>0 , 就有

Tεf 2(x)-Tεf 2(z) ≤

∫z-y >ε
k(x , y)-k(z , y) f 2(y)dμ(y)+

∫z-y >ε, x-y ≤ε
k(z , y)f 2(y)dμ(y)+

∫z-y ≤ε, x-y >ε
k(x , y)f2(y)dμ(y) =

L 1 +L 2 +L 3

如果 x ∈ Qj , z ∈ Ψ
c
, y ∈ (Q

＊＊
j )

c
,则

x -z ≤5 nrj ,

y -z , x -y ≥10 nr j

所以

L 1 ≤∑
∞

k=0∫2
k+1

15 nr
j
≥ y-z ≥2

k
15 nr

j

k(x , y)-k(z , y) f(y)dμ(y)≤

c∑
∞

k=0

ω(2
-k-1

)Mμf(b j)≤cMμf(b j)

对 y  Q
＊＊
j , 有

x -z ≤5 nrj ≤
y -z

3

和

2
3

y -z ≤ y -z - x -z ≤

y -x ≤ y -z + x -z ≤
4
3

y -z ,

y -bj ≥ y -z - bj -z ≥10 nrj ,

11
10

y -x ≥ y -x + nrj ≥

y -x + x -bj ≥ y -b j ≥

y -x - x -b j ≥

y -x - nr j ≥
9
10

y -x

利用核的大小条件对第 2项 , 获得

L2 ≤

∫11ε
10

≥ b
j
-y , z-y >ε

c
y -z

n f(y)dμ(y)≤

cMμf(bj)

类似地对于 L3 , 有
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L 3 ≤

∫44ε
30

≥ b
j
-y , x-y >ε

c

y -x
n f(y)dμ(y)≤

cMμf(b j)

所以估计式 (10)获证 。

也容易获得 Tεf 2(z)≤ T
＊
f(z)≤λ。所以对 x

∈ Qj ,有 T
＊
f(x)≤T

＊
(fχQ＊

j
)(x)+(1 +cγ)λ。

现在选择 γ使得2cγ≤β ,由于 T
＊
是映 L

1
(μ)

到 L
1 , ∞

(μ), 就有下面的估计

μ(Qj ∩ {T
＊
f >(1 +β)λ}∩ {Mμf ≤γλ})≤

μ Qj ∩ T
＊
(fχQ＊

j
)>

β
2
λ ≤

C
βλ∫f(y)χQ ＊

j
(y)dμ(y)≤

Cγ
β
μ(4Qj)≤αμ(4Qj)

所以断言 (9)式获证 。(9)式两边对 j求和 , 有

μ({T
＊
f >(1 +β)λ}∩{Mμf ≤γλ})≤

α4
n
μ(Ψ)

　　选择 α使得α4
n
=τ<

1
2(1 +β)

p , 获得 (8)

式的特殊情形  ω≡1 。

对于一般的  ω, 对 (9)式应用文 [ 3] 中引

理2.3 , 有

 ω Qj ∩ {T
＊
f >(1 +β)λ}∩{Mμf ≤γλ} ≤

cα
ρ
 ω(4Qj)

对 j求和 , 获得

 ω(Qj ∩ {T
＊
f >(1 +β)λ}∩ {Mμf ≤γλ})≤

cα
ρ
4
n
 ω(Ψ)

选择 α使得τ=c4
n
α
ρ
< 1

2(1 +β)
p , 就获得了定理

的证明。

显然当 δ>0时 , (8)式对算子 T
＊
δf(x)=

sup
ε≥δ

Tεf(x) 也成立。

定理证明　这里断言:对紧支集有界函数和  ω

∈ Ap(μ), 下式成立。

‖ T
＊
δf‖L

p( ω) <∞ (11)

对紧支集有界函数和  ω∈ A1(μ), 成立下式。

‖ T
T＊
δf ‖L

1 , ∞( ω) <∞ (12)

事实上 , 让 supp(f) B =B(0 , N), 写

‖ T
＊
δf ‖

p
L
p( ω) =

∫10B
+∫R

d  10B
T

＊
δf(x)

p

 ω(x)dμ(x)=A1 +A2

λ ω x ∈ R
d
:T

＊
δf >λ =

λ ω{x ∈ 10B:T
＊
δf >λ}+

λ ω{x ∈ R
d
 10B :T

＊
δf >λ}=B1 +B2

使用 Ḧolder不等式和 T
＊
是强(p , p)有界的 , 有

A1 ≤∫10B
T

＊
δf(x)

pr′
dμ(x)

1 r′

·

∫10B
 ω
r
(x)dμ(x)

1 r

≤

C ‖ f ‖
p

pr′∫10B
 ω
r
(x)dμ(x)

1 r

其中 r =1 +δ, δ是使在文 [ 3] 里引理 2.3中反向

Ḧolder不等式成立的常数 ,
1
r
+

1
r′=1。所以 A1 <

∞。类似也有 B1 <∞。

如果 f是非零函数 , 那么有

A2 ≤C∫R
d  10B

1
x

np ·

∫y ≤N
f(y)dμ(y)

p

 ω(x)dμ(x)≤

C∑
∞

k=0∫2
k+1(10B) 2

k(10B)

1

1 +x
np ·

∫y ≤N
f(y)dμ(y)

p

 ω(x)dμ(x)≤

C∫Mμf(x)
p
 ω(x)dμ(x)

类似地也有

B2 ≤Cλ ω{x ∈ R
d
 10B:Mμf(x)>λ}

根据文 [ 3] 中引理 3.1 , 知道断言 (11), (12)为

真 。

当 1 <p <∞和 ω∈ Ap(μ), f ∈ L
p
( ω)时 , 应

用引理 , 有

‖T
＊
δf ‖

p
L
p( ω) ≤

(1 +β)
p
τ∫

∞

0
pλ

p-1
 ω({T

＊
δf >λ})dλ+

C∫
∞

0
pλ

p-1
 ω({Mμf ≤γλ})dλ≤

1
2
‖T

＊
δf ‖

p

L
p( ω)+C ‖Mμf ‖

p

L
p( ω)

当 f ∈ L
1
( ω), ω∈ A1(μ)时 , 有

(1 +β)λ ω({T
＊
δf >(1 +β)λ})≤

(1 +β)λ ω({T
＊
δf >(1 +β)λ}∩{Mμf ≤γλ})+

(1 +β)λ ω({Mμf ≤γλ})≤

3(1 +β)λτ ω({T
＊
δf >λ})+

(1 +β)λ ω({Mμf ≤γλ})

利用 (11)式 , 知道

‖T
＊
δf ‖L

p( ω) ≤C ‖ f ‖L
p( ω)

对紧支集有界函数和  ω∈ Ap(μ)成立。利用 (12)

式 , 也有

‖T
＊
δf ‖L

1 , ∞( ω) ≤C ‖ f ‖L
1( ω)

对紧支集有界函数和  ω∈ A1(μ)成立。

为了完成定理的证明 , 介绍辅助的极大算子:
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令0 <δ<L <∞

T
＊
δ, Lf(x)= sup

L≥ε≥δ
Tεf(x)

由于 T
＊
δ, Lf ≤T

＊
δf , 知道对紧支集有界函数下面的

两式也成立。

‖T
＊
δ, Nf ‖L

p( ω) ≤C ‖ f ‖L
p( ω) (13)

‖T
＊
δ, Nf ‖L

1 , ∞( ω) ≤C ‖ f ‖L
1( ω) (14)

其中 1 <p <∞和 C是不依赖于 f , δ和L。

对  ω∈ Ap(μ)和 f ∈ L
p
( ω), 定义截断函数

fN(x)= f(x)χ|f|≤N(x)χ|x|≤N(x)

则利用 Lebesgue控制收敛定理 , fN 是有界紧支集依

L
p
(ω)范数收敛于 f 。对 δ,L 固定 , 应用 Minkowski

不等式 , 有

∫T
＊
δ, LfN(x)-T

＊
δ, Lf(x)

p

 ω(x)dμ(x)≤

∫T
＊
δ, L(f -fN)(x)

p

 ω(x)dμ(x)≤

Cδ
-np
{∫δ≤ x-y ≤L

‖ f -fN ‖Lp( ω)dμ(y)}
p
※0

当 N ※∞,即 T
＊
δ, LfN ※T

＊
δ, Lf依L

p
( ω)范数 ,当 N ※

∞时。所以结论(13)和(14)对 f ∈ L
p
( ω)为真。进

一步由于 Fatou 引理和 lim
δ※0 , L※∞

T
＊
δ, Lf(x)= T

＊
f(x)

知道结果 (6)和 (7)对 f ∈ L
p
( ω)和 x ∈ R

d
是

成立的 。
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Weighted Estimates for Singular Integral Operators on Non_homogeneous Spaces

HAN Yan_chang

(Department of Mathematics , Sun Yat_sen University ,Guangzhou 510275 ,China)

Abstract:Let μbe a Radon measure onR
d
which may be non doubling , the only condition that μmust satisfy is growth

condition , namely there is a constant c0 >0 , such that μ(B(x , r))≤c0 r
n
, for all x ∈ R

d
, r >0 , and for some

fixed 0 <n ≤d .To study that maximal singular integral operators with Dini kernels are from L
1
( ω)to L

1 , ∞
( ω)and

L
p
( ω)bounded for 1 <p < ∞if  ω∈ Ap .

Key words:maximal singular integrals operator ;Dini kernel;non doubling measure ;Ap weights
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