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用分层关联方法求简单图中所有 Ham ilton回路的算法
*
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摘　要:研究简单图中所有的 Ham ilton回路 , 不但可以判断简单图是否 H am ilton图 , 并且还可以得到简单图的

所有的 H am ilton回路。首先在简单图中建立了初级通路的关联关系 , 并对初级通路的关联关系进行了分层 , 在

此基础上 , 设计了求简单图中所有 H am ilton回路的算法。该算法利用简单图中长度为 x的初级通路及长度为 x的

初级通路的分层关联关系逐步求长度为 x + 1的初级通路及长度为 x+1的初级通路的分层关联关系的方法 , 求

得简单图的所有 H am ilton回路。通过理论证明 , 该算法与已有的求简单图的所有 H am ilton回路的算法相比 , 原

有的求简单图的所有 H am ilton回路算法中大量的重复计算被避免 , 从而提高了算法的效率。

关键词:简单图;H am ilton回路;关联关系;初级通路

中图分类号:TP301.6　　文献标识码:A　　文章编号:0529-6579 (2006) 02-0020-05

　　设 G =(V, E)是一个图 , V称为图 G的顶点

集 , E称为图 G的边集 , 若图 G中存在经过所有

顶点一次且仅一次的回路 , 则称图 G为 Ham ilton

图 , 该回路称为 Ham ilton回路
[ 1]
。在图 G中找一

条 Ham ilton回路是 NP完全问题 , 找出图 G的所有

Ham ilton回路也是 NP完全问题
[ 2]
。现有的对于

Ham ilton回路的研究 , 主要集中在对图作限制后 ,

对 Ham ilton回路的存在性或在图中找一条 Ham ilton

回路的研究上
[ 3 - 7]

, 而对在一般图中求出图的所有

Ham ilton回路的研究是很少的。如果能将图中所有

的 Ham ilton回路找出来 , 则图是否 Hamilton图得

到了判断 , 并且还识别了所有的 Ham ilton回路 。

有很多问题是与图的所有 Ham ilton回路密切相关

的 , 例如 , 旅行商问题。对于一般的图 , 现有的找

出图的所有 Ham ilton回路的算法的复杂度与无信

息图搜索算法的复杂度是一样的。本文通过在图中

建立初级通路的分层关联关系 , 用长度为 x的初级

通路及其分层关联关系求出长度为 x +1的初级通

路及其分层关联关系 , 从而求得图的所有的 Ham il-

ton回路 。通过理论证明 , 本文算法避免了在无信

息图搜索算法中大量的重复计算 , 从而大大降低了

算法的复杂度。

简单图是不含自环和平行边的图 , 由于一个图

G有 Hamilton回路当且仅当 G的基础简单图有

Ham ilton回路 , 所以 , 下面只考虑简单图。

1　图的初级通路与初级回路

定义 1　图 G =(V , E), G中顶点与边的交替序

列 Γ=vi0 ej1vi1ej2…ejxvix称为顶点 vi0到顶点 vix的通

路 , 其中 ejr =(vir-1 , vir), r =1, 2 , …, x, vi0 , vix分别

称为 Γ的起点和终点 , Γ中边数 x称为 Γ的长度。

为了方便 , Γ = vi0ej1vi1ej2…ejxvix 也简记为 Γ =

vi0vi1…vix 。若 Γ的所有顶点各异 , 则称 Γ为初级

通路;若 Γ中除 vi0 =vix外 , 其它顶点各异 , 则称

Γ为初级回路;若 Γ中有顶点 (除 vi0与 vix相同

外)重复出现 , 则称 Γ为复杂通路
[ 8]
。

设 G为含有 n个顶点 v1 , v2 , …, vn的简单

图 , 根据定义 1, G中最长的初级通路的长度不会

超过 n -1。在图 G中 , 如果存在长度为 n - 1的初

级通路 Γ =vi0vi1…vi(n-1) , 且 Γ的终点到起点有

边相连 , 则 G是 Ham ilton图 , Γvi0就是 G的一条

Ham ilton回路。

根据初级通路的定义 , 所有长度为 x +1的初

级通路 vi0vi1vi2…vi(x-1)vixvi(x+1)都可由相应长度为 x

的初级通路 vi0vi1 vi2…vi(x- 1)vix 在其终点加上边 (vix ,

vi(x+1))而获得 , 也可由相应长度为 x的初级通路

vi1vi2…vi(x-1)vixvi(x+1)在其起点加上边 (vi0 , vi1)而获

得。长度为 x的初级通路在终点 (或起点 )加上

一条边不一定是长度为 x +1的初级通路 , 有可能

是初级回路 , 也可能是复杂通路 。

* 收稿日期:2005 - 03 -10

基金项目:国家自然科学基金资助项目( 60173039 )

作者简介:文中华 ( 1966年生 ), 男 , 博士生 , 讲师;E-m a il: zhonghua@ xtu. edu. cn



　第 2期 文中华等:用分层关联方法求简单图中所有 H am ilton回路的算法

2　关联初级通路

定 义 2 　 设 G = (V, E) 为 简 单 图 ,

vi0vi1 vi2…vi(x- 1)vix 是 G 中一条初级通路 , 如果

vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1)(vi(x+1) ≠ vi0)也是 G中一条初

级 通 路 , 则 称 vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1) 是 vi0 vi1

vi2…vi(x-1)vix 的 关 联 初 级 通 路 , 称

vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1) 与 vi0 vi1vi2…vi(x-1)vix 有关联关

系 , 称 vi0 vi1vi2…vi(x-1)vix 是该 关联 关系 的头 ,

vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1) 是该关联关系的尾 。记为:

vi0vi1 vi2…vi(x- 1)vix → (vi1vi2…vi(x-1)vixvi(x+1))。

定理 1　设 G为含有 n个顶点 v1 , v2 , … , vn

的简单图 , vi0vi1vi2…vi(x-1)vix是 G中的一条长度为 x

(x≤n - 2)的初级通路 , vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1) 是

vi0vi1 vi2…vi(x- 1)vix 的 关 联 初 级 通 路 , 则

vi0vi1 vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1)是 G中一条长度为 x+1的初

级通路 。

证明　因为 vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1)是一条初级通

路 , 所以 (vix , vi(x+1)) ∈ E , vi0vi1vi2…vi(x-1)vixvi(x+1)
是 G 中一 条长 度为 x + 1 的通 路。 因为

vi0vi1 vi2…vi(x- 1)vix是 G中的一条长度为 x的初级通

路 ,所以 vi0 vi1 vi2…vi(x-1)vix中的顶点各不相同 , 因为

vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1)是 vi0vi1vi2…vi(x-1)vix的关联初级

通路 , 所以 vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1) 中的顶点各不相

同 , 且 vi(x+1) ≠ vi0 , 所以 vi0vi1vi2…vi(x-1)vixvi(x+1)中

的顶点 各 不 相同 , 根 据 初 级 通 路的 定 义 ,

vi0vi1 vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1)是 G中一条长度为 x +1的初

级通路 。

定 义 3 　 设 G = (V, E) 为 简 单 图 ,

vi0vi1 vi2…vi(x- 1)vix 是 G 中 一 条 初 级 通 路 ,

vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1)是 vi0vi1vi2…vi(x-1)vix的关联初级

通 路 , 称 vi0vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1) 是 初 级 通 路

vi0vi1 vi2…vi(x- 1)vix 与 它 的 关 联 初 级 通 路

vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1)导出的初级通路 。长度为 x的

初级通路之间的关联关系称为 x级关联关系。

根据定理 1, 可以得到下面的推论:

推论 1　任何长度为 x +1(x >0)的初级通路

vi0vi1 vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1)都可由相应的长度为 x的初

级通路 vi0vi1vi2…vi(x-1)vix 与它的关联初级通路

vi1vi2…vi(x- 1)vixvi(x+1)而导出 。

证明　设 vt0vt1vt2…vt(x-1)vtxvt(x+1)是长度为 x +

1 的 初 级 通 路 , 则 vt0vt1vt2… vt(x-1)vtx 和

vt1vt2…vt(x- 1)vtxvt(x+1)是 G中长度为 x的初级通路 ,且

vt(x+1) ≠ vt0 。根据定义 2, vt1 vt2…vt(x-1)vtxvt(x+1)是

vt0vt1 vt2…vt(x- 1)vtx的关联初级通路。根据定理 1和

定义 3, vt0vt1vt2…vt(x-1)vtxvt(x+1)是 vt0vt1vt2…vt(x-1)vtx

和 vt1vt2…vt(x-1)vtxvt(x+1)导出的初级通路 , 即原结论

成立 。

推论 2　设 G为含有 n 个顶点的简单图 ,

vi0vi1vi2…vi(x-1)vix是 G中的一条长度为 x的初级通

路 , vi1 vi2…vi(x-1)vixvi(x+1)是 vi0vi1 vi2…vi(x-1)vix的关联

初 级 通 路 , vi2 vi3vi4…vi(x+1)vi(x+2) 是

vi1vi2…vi(x-1)vixvi(x+1)的关联初级通路 ,如果 vi(x+2) ≠

vi0 , 则 vi1vi2…vi(x-1)vixvi(x+1)vi(x+2) 是

vi0vi1vi2…vi(x-1)vixvi(x+1)的关联初级通路。

推论 3　长度为 x +1(x >0)的初级通路的

关联关系都可由相应长度为 x的初级通路的关联关

系导出。

3　求图的所有 Ham ilton回路的算法

设 G为含有 n(n ≥ 4)个顶点 v1 , v2 , … , vn的简

单图 , A是 G的邻接矩阵 。

3.1　算法思想

如果 G中存在 Ham ilton回路 , 则每一条 Ham-

ilton回路中一定含有顶点 v1 , 为了求 G的所有

Ham ilton回路 , 我们不妨从顶点 v1开始 , 利用从

v1开始的长度为 x的初级通路和其关联初级通路求

出从 v1开始的长度为 x +1的初级通路的方法 ,

求出从 v1开始的长度为 n - 1的初级通路 , 最后

检验长度为 n - 1的初级通路是否为回路 , 从而

求得 G的所有 H am ilton回路。

设与 v1相连的顶点有 f个 , 这 f个顶点依次为

v11 , v12 , … , v1f , 选择 f条边 v1v11 , v1v12 , …,

v1 v1 f中的 f - 1条边 , 根据 A依次写出这些边的所

有关联初级通路 , 称为第一级第一层关联关系。这

里不考虑从 v1开始的某一条边 , 例如 v1 v12 , 因为

如果存在包含边 v1v12的 H am ilton回路 , 则这条

Ham ilton回路一定包含了边 v1 v11 , v1 v13 , …, v1v1f

中的某一条边。反之 , 考虑了包含边 v1 v11 , v1 v13 ,

…, v1v1 f中任一边的 Ham ilton回路 , 就不会漏掉包

含边 v1v12的 H amilton回路。

为了求简单图 G中的所有 Ham ilton回路 , 没

有必要计算所有的关联关系 , 只需计算为获得从

v1 v11 , v1v13 , … , v1v1f开始的所有长度为 n - 1的

初级通路所需用到的关联关系。

根据定义 3, 简单图中长度为 n - 1的初级通

路已包含了 n个顶点 , 已没有关联关系 , 所以 , 在

含有 n个顶点的简单图中 , 初级通路的关联关系的

最大级数为 n - 2级 。

为了降低算法的复杂度 , 我们对同一级关联关

系进行分层。

C =A, 将 C的第一行和第一列的元素全部赋
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0值 , B =C。

对第一级关联关系按以下方法分层。

将上一层关联关系的尾作为下一层关联关系的

头 , 根据矩阵 B 、 C写出下一层关联关系。例如上

一层关联关系中有 vivj →vjvs ,则如果 cst =1, bjs =1,

且 t≠ j,则建立关联关系 vjvs → vsvt , bjs =2。

对第 x +1级关联关系按以下方法分层 。

用第 x级关联关系的第一层和第二层关联关系

根据定理 1的推论 2计算第 x +1级关联关系的第

一层关联关系;将上一层关联关系的尾作为下一层

关联关系的头 , 根据第 x级关联关系求出该初级通

路的关联初级通路。如果上一层关联关系的尾在前

面作为关联关系的头出现过 , 则在本层不要重复写

出该关联关系。

在简单图中对关联关系按上述方法分级分层以

后 , 第 x级关联关系只需计算到第 n - (x +1)

层 。因为第 x级关联关系的第一层的头 (从顶点 v1

出发)的长度为 x, 每经过一次关联 , 长度增加 1,

通过 n - (x +1)次递增 , 长度就到了 n - 1 , 初

级通路最长的长度为 n - 1, 所以第 x级关联关系

的第 n - (x +1)层以后的关联关系对计算从 v1

开始的长度为 n - 1的初级通路没有作用 。

3.2　算　法

根据前面的分析 , 本文求简单图中的所有

Ham ilton回路算法的具体步骤如下:

(1)检查 G是否满足是 Ham ilton图的必要条

件:每个 Ham ilton图都一定是连通的且每个顶点

的度均大于等于 2。方法是检查 A的每一行 1的个

数是否均大于等于 2, 检查 R =A+A
2
+… +A

n - 1
的

第一行的元素都不为 0。若不满足此必要条件 , 判

断简单图 G不是 Ham ilton图 , 输出简单图 G没有

Ham ilton回路 , 算法停止。

(2)根据上面陈述的方法 , 写出第一级分层关

联关系 , x =1。

(3)若第 x级的第二层关联关系为空 , 判断 G

不是 H am ilton图 , 输出 G没有 Ham ilton回路 , 算

法停止 。

(4)由 3.1陈述的方法 , 用第 x级关联关系求

出第 x+1级关联关系。

(5) x =x +1, 若 x <n - 2, 执行步骤 (3)。

(6)根据第 n - 2级关联关系导出从 v1开始的

长度为 n -1的初级通路。将从 v1开始长度为 n - 1

的所有初级通路依次放入集合 S中 。

(7)反复从 S中取走第一条初级通路 , 直到 S

为空。对取出的每条初级通路 , 检查这条初级通路

的终点到顶点 v1是否有边 , 若有边 , 则这条初级

通路加上终点到起点的边就是 G的 Ham ilton回路 ,

输出该 Ham ilton回路。当 S为空时 , 算法停止 。

如 果 简 单 图 G 是 Ham ilton 图 , 存 在

v1 vi2vi3…vi(n- 1)vinv1(vi2 ≠ v12 , vin ≠ v12)的 H am ilton

回 路 , 则 该 算 法 求 出 v1vi2vi3…vi(n -1)vin v1 和

v1 vin vi(n -1)…vi3vi2v1两条形式上不一样而实质一样的

Ham ilton回路。

4　举例和复杂度分析

该算法的复杂度是指数时间的。目前 , 对一些

特殊的图已有一些有效的算法
[ 9 -10]

, 现有的在一

般的图中找出所有 Ham ilton回路的算法的复杂度

与采用无信息图搜索算法的复杂度相同 , 本算法与

无信息图搜索算法相比 , 它有了很大的改进 。设 G

为如下图 1所示的简单图 , A是 G的邻接矩阵。下

面分析用无信息图搜索算法求 G的所有 H am ilton

回路所需要的检验次数的构成与采用本文算法求 G

的所有 Ham ilton回路所需要的检验次数的构成的

异同 。两种算法都从顶点 D开始 , 都不考虑 DV边

(由顶点 D到顶点 V的边简记为 DV , 其它类似 )。

图 1　图 G

F ig. 1　G raph G

A =

0　1　1　0　0　0　0　0　1

1　0　1　1　0　0　0　0　0

1　1　0　1　0　0　0　0　0

0　1　1　0　1　0　0　0　0

0　0　0　1　0　1　0　0　0

0　0　0　0　1　0　1　0　0

0　0　0　0　0　1　0　1　0

0　0　0　0　0　0　1　0　1

1　0　0　0　0　0　0　1　0

用无信息图搜索算法得到如下搜索图 (图 2)。

由图 2可得 , 要得到 G的所有 Ham ilton回路 , 用

无信息图搜索算法共需作 56次检验。
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图 2　图 G的搜索图

F ig.2　Sea rch g raph o fG

用本文所设计的算法 , 得到如下过程:

根据邻接矩阵 A可得第 1级关联关系如表 1。

表 1　第 1级关联关系
Tab.1　The first co rre la tion

层数 初级通路 关联初级通路

1
DE (EF , EH)

DF (FE , FH)

2

EF (FH)

EH (HF , HK)

FE (EH)

FH (HE , HK)

3

HF (FE)

HK (KM)

HE (EF)

4 KM (MP)

5 MP (PU)

6 PU (UV)

7 UV 无

由表 1根据定理 1及推论 2可得第 2级关联关

系如下表 2。

表 2　第 2级关联关系

Tab.2　The second co rre la tion

层数 初级通路 关联初级通路

1

DEF (EFH)

DEH (EHF , EHK)

DFE (FEH)

DFH (FHE , FHK)

2

EFH (FHK)

EHF 无

EHK (HKM)

FEH (EHK)

FHE 无

FHK (HKM)

3 HKM (KMP)

4 KMP (MPU)

5 MPU (PUV)

6 PUV 无

由第 2级关联关系可以求出第 3级关联关系。

依此类推 , 可以求出第 7级关联关系为:

DEFHKMPU　　→　　(EFHKMPUV)

DEHKMPUV → 　无

DFEHKMPU → (FEHKMPUV)

DFHKMPUV → 　无

由第 7级关联关系可以求出长度为 8的通路为

DEFHKMPUV和 DFEHKMPUV , 检查这两条初级通

路的终点到顶点 D是否有边 , 可得 2条 H am ilton

回路 。

根据上面的过程可得 , 用本文所设计的算法求

G的所有 Ham ilton回路共需要作 30次检验 , 比用

无信息图搜索算法减少了 26次。

用两种算法求解 , 最后对长度为 n - 1的初

级通路是不是 Ham ilton回路的检验的耗费是一样

的;中途对于所产生的复杂通路的检查的耗费也是

一样的。

用无信息图搜索算法所得到的搜索图中 , 对于

要得到任一分枝 , 都要进行一些检验。例如要得到

左枝 DEFHKMPUV , 由顶点 H到顶点 K 要检验 ,

检验顶点 K与前面的顶点 E是否一样;由顶点 K

到顶点M要检验 , 检验顶点M与前面的顶点 E , F

是否一样;由顶点 M到顶点 P要检验 , 检验顶点

P与前面的顶点 E , F , H是否一样;由顶点 P到

顶点 U要检验 , 检验顶点 U 与前面的顶点 E , F ,

H , K是否一样;由顶点 U到顶点 V要检验 , 检验

顶点 V与前面的顶点 E , F , H , K , M 是否一样;

共计 15次检验 。

用本文所设计的算法 , 要得到初级通路 DEF-

HKMPUV , 需要用到相应的 7级关联关系 , 得到相

应的 7级关联关系共计也需要 15次检验 。采用该

算法与采用无信息图搜索算法相比 , 二者的检验次

数是一样的 , 方式也是一样的。此结论具有一般

性 , 在任意图中 , 选定某个点作为起点 , 如 v1 , 要

求出从 v1出发的任意一条长度为 y(y≥4)的初级

通路 , 用本文算法和无信息图搜索算法都需要 (y

– 2)×(y– 3) /2次检验。

如果要得到多条分枝 , 情况就大不一样了。例

如要得到分枝 DEFHKMPUV和DFEHKMPUV , 用无

信息图搜索算法所需要的检验是这两枝分别所需检

验的和 , 是 30次检验 。但用本文所设计的算法 ,

得到 DEFHKMPUV和 DFEHKMPUV两条初级通路 ,

都须先得到初级通路 HKMP , KMPU , MPUV ,
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HKMPU , KMPUV , HKMPUV。得到它们 , 只需要

得到它们对应的关联关系 , 而得到它们对应的关联

关系 , 只需要作一遍检验 , 不需要重复检验。所

以 , 要得到 DEFHKMPUV和 DFEHKMPUV两条初

级通路 , 检验次数是 30 - 6 =24次。G中这种情

况是很多的 , 例如初级通路 DEHKMPUV与 DFEH-

KMPUV, 等等 。

对一般的图 , 确定了起始点 v1以后 , 对于从

v1出发的多条 (2条或 2条以上)初级通路 , 只要

存在有连续 4个顶点及以上相同的部分 , 用本文所

设计的算法 , 则相同部分只需计算一次 , 而在用无

信息图搜索算法中 , 只有从根结点 v1出发的连续 4

个顶点及以上相同的部分才只计算一次 , 其它情况

都要重复计算。在一般的图中多条初级通路有连续

4个顶点及以上相同的部分 (相同部分不是从起始

点 v1出发的 )的现象是普遍存在的。这样 , 采用

本文所设计的算法 , 减少了大量的重复计算。

5　结论与展望

本文通过利用建立的初级通路的分层关联关

系 , 求得简单图的所有 H am ilton回路 , 从而也给

出了一个简单图是否为 H am ilton图的判断。所设

计的求简单图中所有 H am ilton回路的算法 , 与已

有的求简单图中所有 Ham ilton回路的算法相比 ,

大大降低了算法的复杂度 。作者认为 , 利用本文建

立分层关联关系的方法 , 可以对满足是 Ham ilton

图的必要条件而实际上又不是 H am ilton图的部分

图是否 Ham ilton图的判定作进一步的研究。
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Abstract:Researching allHam iltonian cycle in simple g raph can no t only know whe ther this graph isHam iltonian

or not, bu t also ob tain a llHam iltonian cycles of this g raph. H ierarchica l corre lation of path is buil.t Based on hier-

archical corre lation, an a lgorithm fo r identify ing a llHam iltonian cyc les in simp le g raph is buil.t Through corre lation

of pa th in which path s leng th is x, path and corre lation of path in w hich path s leng th is x +1 are ob tained, step by

step, a llH am ilton ian cyc le s are ob tained. That the comp lexity o f th is a lgorithm has been reduced is show n.
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