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解不适定算子方程的多层迭代法
＊

宋丽红 , 陈仲英
(中山大学科学计算与计算机应用系 , 广东 广州 510275)

摘　要:将多层迭代法应用于不适定算子方程的数值求解 , 给出了利用离散偏差原则确定正则化参数进而求出
近似解的快速算法。文章对算法误差进行了理论分析 , 并通过算例说明方法的有效性 。
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1　问题的提出

许多数学物理问题的研究归结为求解不适定问

题 。Tikhonov正则化方法是求解不适定问题最常用

的方法 (参见文 [ 1, 2] )。当采用某种偏差原理或

误差极小化原理决定正则化参数时 , 需要进行一个

反复的迭代过程 , 每一轮迭代过程中都涉及到大量

的计算 。文 [ 3] 提出了多层扩充算法 , 并将其应

用于第二类算子方程;陈仲英等研究了第一类不适

定算子方程的多层扩充算法 (见 CHENZhongying,

etal.Multilevelaugmentationmethodsforsolvingill-

posedoperatorequations.InverseProblem, 2006 to

appear);文 [ 4] 提出求解第二类积分方程的多层

迭代法 。本文将采用多层迭代法求解第一类不适定

算子方程 , 在保证收敛阶的前提下减少计算量 , 提

高计算效率 。

设 X和 Y为 Hilbert空间 , 它们的内积和范数

为 (· , · )和 ‖· ‖ , K为 X※Y的具非闭值域

的紧线性算子。考虑第一类算子方程

Kx=y (1)

其中 , 右端项 y(y≠0)∈ R(K)以误差水平 δ(0 <

δ≤δ0)近似地已知 , 满足 ‖ y
δ
-y‖ ≤ δ, y

δ
∈

R(K),此处 R(K)表示 K的值域。实际上要求解的

方程是

Kx
δ
=y

δ
(2)

方程 (2)是不适定的 。运用熟知的 Tikhonov正则

化方法 , 即用适定的算子方程

(αI+A)x
δ
(α)=K

＊
y
δ

(3)

去逼近问题 (2), 其中 A:=K
＊
K, K

＊
是 K的伴随

算子 , α>0为正则化参数 。

为了数值求解方程 (3), 取 X的有限维子空

间序列 {Xn:n∈ N0}, N0 ={0, 1, 2, …}, 满足

∪
n∈ N

0

Xn =X。令 Pn为 X到 Xn上的正交投影 , An =

Pn(K
＊
K)Pn。方程 (3)的投影近似问题为:求

x
δ
n(α)∈ Xn , 使得

(αI+A)x
δ
n(α)=z

δ
n (4)

其中 , z
δ
n =Pn(K

＊
y
δ
)。人们已熟知方程(3)和(4)

都存在唯一解 。此外 , x
δ
n关于 α可微且

(αI+A)
dx
δ
n

dα
=-x

δ
n(α) (5)

如同文 [ 5] , 假设存在常数列 {εn:n∈ N0}和{η
δ
n:n

∈ N0}满足

0 <εn≤ε0 , 　εn※ 0(n※+∞),

0 <η
δ
n※ 0(n※+∞, δ※ 0)

使得

‖ (I-Pn)A
v
‖ ≤avε

v
n, 0 <v≤ 2 (6)

‖K
＊
y
δ
-z

δ
n‖ ≤η

δ
n (7)

其中 , av是依赖于 v的常数。

为了计算正则化参数 , 采用如下的偏差原则

(参见文 [ 5] )

‖ Anx
δ
n(α)-z

δ
n‖ =

δ
p

α
(8)

其中 , p>0。令

φ(α)=
1

2
(‖Anx

δ
n(α)-z

δ
n‖

2
-
δ
2p

α
)=

1
2
(α

2
‖x

δ
n(α)‖

2
-
δ
2p

α
) (9)

使用 Newton法解方程(8), 即选取初始参数 α0 , 再令
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αi+1 =αi-

φ(αi)

αi‖ x
δ
n(αi)‖

2
+α

2
i x

δ
n(αi),

dx
δ
n(αi)
dα

+
δ
2p

2α
2
i

(10)

按此确定正则化参数的困难在于需要反复求解方程

(4)和(5)以得到 x
δ
n(α)和

dx
δ
n(α)

dα
。实际问题往往

导致大规模的离散方程组 , 从而需要庞大的数据存

储和计算工作量 。下一节将引进一种快速算法来克

服这一困难 。

2　多层迭代算法

本节介绍一种求解方程(4)(或(5))的快速算

法 ———多层迭代算法 。算法的基本思想在于利用多

尺度基底导出离散方程组 , 再利用矩阵的高低频分

裂构造快速计算格式 。

假设子空间序列 Xn的有嵌套关系 Xn Xn+1 ,

n∈ N0。于是可以定义子空间 Wn+1 Xn+1使得 Xn+1

为 Xn和 Wn+1的正交直和 , 即 Xn+1 =Xn⊕
⊥
Wn+1。

这样 , 对于 k∈ N0和 l∈ N={1, 2, …}, 就有子

空间多尺度分解 Xk+l=Xk⊕
⊥
…⊕

⊥
Wk+l。方程

(4)当 n=k+l时可以写成

(αI+Ak+l)x
δ
k+l(α)=z

δ
k+l (11)

设 Qn=Pn-Pn-1 , 则算子 Ak+l可以写成如下矩阵形

式 (参见文 [ 3] ):

Ak+l:=

PkAPk PkAQk+1 … PkAQk+l

Qk+1APk Qk+1AQk+1 … Qk+1AQk+l

    

Qk+lAPk Qk+lAQk+1 … Qk+lAQk+l

现在将算子 Ak+l分裂成 2个算子

Ak+l=A
L
k, l+A

H
k, l (12)

其中

A
L
k, l:=PkAPk+l=

PkAPk PkAQk+1 … PkAQk+l

0 0 … 0

   

0 0 … 0

A
H
k, l:=(Pk+l-Pk)APk+l=

0 0 … 0

Qk+1APk Qk+1AQk+1 … Qk+1AQK+l

   

Qk+lAPk Qk+lAQk+1 … Qk+lAQk+l

设 Bk, l(α):=αI+A
L
k, l, Ck, l:=A

H
k, l则方程(11)可

以写成

(Bk, l(α)+Ck, l)x
δ
k+l(α)=z

δ
k+l (13)

根据上述矩阵分裂 , 求解方程(11)的多层迭代格

式定义为

Bk, l(α)x
δ, m
k, l(α)=-Ck, lx

δ, m-1
k, l (α)+z

δ
k+l, m∈ N

(14)

设 dn=dimXn, 利用多层迭代法求解方程(11)的算

法如下:

算法 1　给定初始层数 k>0。

1)由方程 (11)(l=0)求 x
δ
k(α)∈ R

dk。

2)对 l∈ N,令 x
δ, 0
k, l(α):=

x
δ
k(α)

　0
∈ R

dk+l。

3)对 m∈ N, 根据迭代格式(14)求出 x
δ, m
k, l(α)

∈ R
dk+l。

注　文 [ 4] 采用 Gauss-Seidel型的矩阵分裂 ,

本文将文 [ 3] 提出的高低频矩阵分裂法用于多层

迭代算法 。由于迭代矩阵的特殊形式 , 算法 1极其

简单快速 。

利用离散偏差原则(8)求正则化参数的算法

如下:

算法 2　给定初始参数 α0 >0。

1)对 i∈N0 , 设已求得 α=αi, 利用算法 1求

解方程(4)和(5)。

2)将 1)求得的 x
δ
n和
dx
δ
n(α)

dα
的近似解代入

(10)式得到新的正则化参数 αi+1 。

3)重复 1)和 2)直到在一定精度上满足偏差

原则 (8)。

3　收敛性分析

本节对上节算法得到的近似解进行收敛性分

析。设 x＊ ∈ R((K
＊
K)

v
)(v∈ (0, 1] )为方程 (1)

的最小范数解 , 即 Kx＊ =y, ‖ x＊‖ =inf{‖x‖:

Kx=y, x∈ X}。并设有 ω∈ X, 使得 x＊ =

(K
＊
K)

v
ω。对于离散方程(4)的解 x

δ
n(α), 有如下

估计 (参见 CHENZhongying, etal.In:Inverse

Problem, 2006toappear)。

引理 1　设条件(6)和(7)成立 , 则对于 n=k

+l有

‖x
＊
-x

δ
k+l(α)‖ ≤‖ω‖ α

v
+
δ

2 α
+

(2α1+v+α1αv)‖ω‖
α

ε
1+v
k+l (15)

下面估计多层迭代解 x
δ, m
k, l(α)与投影近似解

x
δ
k+l(α)的误差。
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定理 1　设条件(6)成立 , 则算法 1收敛 , 并且

存在正整数 N
′
和 M, 使得 k≥N

′
, m≥M, l∈ N时

‖x
δ, m
k, l(α)-x

δ
k+l(α)‖ ≤c0α

v
(16)

其中 , c0:=2‖ K‖ (‖ y‖ +δ0)。

证明　方程(13)和(14)相减得到误差方程

Bk, l(α)(x
δ, m
k, l(α)-x

δ
k+l(α))=

-Ck, l(x
δ, m-1
k, l (α)-x

δ
k+l(α)), m∈ N (17)

注意

‖Ck, l‖ =‖ (Pk+l-Pk)APk+l‖ ≤(Pk+lA-PkA)

由于 A是紧线性算子 , Pn点态收敛于恒等算子 I,

故当 n※+∞时 , ‖PnA-A‖ ※0。因此

lim
k※∞
‖ Ck, l‖ ※ 0 (18)

对 l∈N0一致 。另一方面

‖ Bk, l(α)‖ =‖(αI+Ak, l)-Ck, l‖ ≥

α-‖ Ck, l‖ (19)

由(17)和(19)式 , 当 k充分大时 ,

‖ x
δ, m
k, l(α)-x

δ
k+l(α)‖ ≤

‖ Ck, l‖
α-‖Ck, l‖

‖ x
δ, m-1
k, l (α)-x

δ
k+l(α)‖ ≤

(
‖ Ck, l‖
α-‖Ck, l‖

)
m
‖ x

δ, 0
k, l(α)-x

δ
k+l(α)‖ ≤

(
‖Ck, l‖
α-‖ Ck, l‖

)
m
‖x

δ
k(α)-x

δ
k+l(α)‖

由方程(4), 对任意 n∈ N,

‖x
δ
n(α)‖ =‖ (αI+An)

-1
Pn(K

＊
y
δ
)‖ ≤

α
-1
‖ K‖ (‖y‖ +δ0)

因此

‖x
δ,m
k, l(α)-x

δ
k+l(α)‖ ≤

c0
α
(
‖Ck, l‖
α-‖Ck, l‖

)
m
　(20)

据(20)和(18)知有 N′, 当 k≥N′, l∈ N时 ,

lim
k※∞
‖x

δ, m
k, l(α)-x

δ
k+l(α)‖ =0

即迭代算法 1收敛。特别地 , 存在 M∈ N, 使得 m

≥M, l∈ N时 , (16)式成立 。证毕。

综合引理 1和定理 1, 得到如下结论。

定理 2　设条件(6)和 (7)成立 , 则有正整数

N′和 M, 使当 k≥N′, m≥M, l∈ N时

‖x＊ -x
δ, m
k, l(α)‖ ≤(‖ ω‖ +c0)α

v
+

δ

2 α
+
(2α1+v+α1αv)‖ω‖

α
ε
1+v
k+l

根据定理 2并运用文 [ 4] 的方法可以得到按

偏差原则(8)确定正则化参数相应的多层迭代解

的误差估计 , 即有如下定理:

定理 3　设由算法 2确定 , 其中 p∈ [ 1, 3),

又设条件(6)和(7)成立 , 则存在正数 c和 δ0 , 正

整数 N′, L和 M, 使当 k≥N′, l≥L, m≥M时

‖ x＊ -x
δ, m
k, l(α)‖ ≤cδ

r

其中 , r=min{
2pv
3
, 1-

p
3
}。特别地 p=

3

2v+1
时 ,

有最佳收敛阶估计

‖x＊ -x
δ, m
k, l(α)‖ ≤cδ

v
2v+1

4　数值算例

本节用数值例子说明算法的有效性 。下面利用

第 1, 2节的算法来求解第一类不适定 Fredholm积

分方程:

(Kx)(t)=y(t), 0≤t≤ 1

其中 , 算子 K:L
2
(0, 1)※L

2
(0 , 1)是如下定义的紧

线性算子:

(Kx)(t):=∫
1

0
sin(t+s)x(s)ds

右端项

y(t)=
1

8
sin

9 +2t
2
+

5

8
sin

1 +2t
2
+

1

2
cos

2t-1
2
-

1
4
cos

3 +2t
2

1
4
cos

2t-5
2
-

1
4
sin

2t+5
2

方程的最小范数解

x
＊
=cos2s-1

2
-1

2
sin2s+5

2
+1

2
sin2s+1

2

我们用离散偏差原则 (8)和算法 2确定正则

化参数 α, 用算法 1求解方程(4)和 (5)。在算法

中采用如下的多尺度的子空间及其基底:X0 =

span{ω00 , w01}, W1=span{ω10 , w11}, Wi=span{ωij:

j∈ Zw(i)}(Zn:={0, 1, …, n-1}, w(i):=dim(Wi)

=2
i
), 其中

ω00(s)=1

ω01(s)=2 3(s-1/2)

ω10(s)=6(s-1/2)-2sgn(s-1/2)

ω11(s)=4 3 s-1/2 

ω1j(s)= 2ωi-1, j(2s)χ[ 0, 1/2]

ωi, 2i-1+j(s)= 2ωi-1, j(2s-1)χ[ 1 /2, 1]

0≤j≤ 2
i-1
, i∈ N

此处 χA表示集 A的特征函数 。本例可以验证 v=1,

因此为了得到最佳收敛阶 , 在计算中取 p=
3

2v+1
。

此外 , 在算法 1中取 k=6, l=3。数值计算结果如

表 1和表 2所示。
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表 1　数值结果 (取不同的初始正则化参数)
Tab.1　Numericalresultswithdifferentinitialregularizationparameterα0

迭代次数 α0 α δ δ
2
3 ‖x

＊
-xδ

k, m
(α)‖

L2 t/s

7 10-1 0.013797 0.001 0.01 0.014165 1.35

5 10-2 0.013797 0.001 0.01 0.014165 1.05

9 10-3 0.013797 0.001 0.01 0.014165 1.68

12 10-4 0.013797 0.001 0.01 0.014165 2.26

15 10-4 0.013797 0.001 0.01 0.014165 2.80

表 2　数值结果(取不同的扰动水平)
Tab.2　Numericalresultswithdiffereatdisturbanceδ

迭代次数 α0 α δ δ
2
3 ‖x＊ -x

δ
k, m(α)‖ L2 t/s

5 0.0100 0.013797 0.001 0.0100 0.014165 1.05

6 0.0100 0.022071 0.002 0.0159 0.020120 1.20

6 0.0100 0.029105 0.003 0.0208 0.025674 1.13

7 0.0100 0.035457 0.004 0.0252 0.030643 1.35

7 0.0100 0.041354 0.005 0.0292 0.035169 1.35

表中 , α0为选取的正则化参数初始值 , α是按

算法 2求出的正则化参数值 , t是指迭代 (包括解

方程)所需的时间 , 单位秒。表 1表明当 δ为一确

定的值时 , 对于不同 α的初始值 , 都得到了相同的

正则化参数值 。表 2对于不同的扰动 δ, 固定取 α

的初始值为 0.01, 得到不同的正则化参数 α。 2个

表的计算结果都与理论结果相符。
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